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RESUMEN

Este Trabajo de Fin de Grado (TFG) estudia como la refraccion atmosférica afecta a la precision de la
navegacion astronémica, un método que, pese al dominio actual de los sistemas GNSS, sigue siendo
clave alternativarobusta e independiente. La refraccion provoca que los astros se observen a una altura
distinta de la real, generando errores que pueden traducirse directamente en desviaciones en la posicion
del observador. El trabajo compara distintos modelos de correccion de refraccion (Cassini, Almanaque
Nautico, Bennett y un modelo fisico por capas) con el objetivo de evaluar su precisiony determinar en
qué condiciones cada uno resulta mas adecuado. Para ello, se desarrolla una metodologia basada en
simulaciones computacionales en Python, donde se analizan multiples escenarios variando la altura
aparente, la temperaturay la presion atmosférica. Los resultados se presentan mediante tablas, graficas
y mapas de calor que permiten identificar tendencias, sensibilidades y limites de validez de cada modelo.
Ademas, se simula el proceso completo de posicionamiento astrondmico con tres astros, lo que permite
cuantificar el error final en términos operativos. Como aportacion principal, el trabajo establece criterios
claros para seleccionar el modelo de refraccion mas adecuado en funcion del contexto, equilibrando
precision y simplicidad.
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1 INTRODUCCION Y OBJETIVOS

1.1 Contextualizacion y motivacion

Durante siglos, la navegacion astronémica fue el método principal empleado por los marinos para
determinar su posicion en altamar. Con el avance de las tecnologias de navegacion, este procedimiento
ha quedado relegado a un segundo plano. No obstante, hay que tener en cuenta la vulnerabilidad de
GNSS! ante interferencias (jamming?), suplantacion (spoofing®) o fallos de segmento espacial
degradados. Ademas, en las tltimas décadas, se han desarrollado sistemas de navegacion autonoma de
alta precision que integran la observacion de astros mediante sensores Opticos y camaras de alta
sensibilidad con sistemas inerciales (IMU?). Esta combinacion, apoyada en algoritmos avanzados de
procesamiento de imagen, permite obtener soluciones de posicionamiento robustas y precisas,
independientes de sefales externas.

Por este motivo, muchas armadas contintian adiestrando a sus marinos en navegacion astronémica,
tanto como sistema de respaldo como herramienta independiente de verificaciéon y validacion de la
posicion.

En la practica, la navegacion astronémica se basa en medir la elevacion de los astros sobre el
horizonte mediante el sextante, obteniendo asi la denominada altura instrumental o altura observada. No
obstante, para hallar la altura verdadera es imprescindible aplicar un protocolo de correcciones que
ajusten esta lectura a las condiciones reales de observacion. Estas correcciones incluyen la depresion del
horizonte (segun la altura del observador), el semidiametro del astro, la paralaje y, fundamentalmente,
la refraccion atmosférica.

Esta tltimaes la correccion de mayor magnitud y relevancia, pues responde a un fendémeno 6ptico
complejo. En esencia, la refraccion se produce cuando un rayo de luz atraviesa la interfaz entre dos
medios con distintos indices, modificando su direccion como consecuencia del cambio de velocidad de
la luz. En el caso especificode la atmosfera, esta desviacionno se debe a una unica interfaz, sino a una
variacion continua del indice de refraccion a lo largo de las distintas capas. Dicha variacion depende
principalmente de la presion, la temperatura 'y la humedad del aire, que cambian con la altitud. Como

! Global Navigation Satellite System.
2 Interferencia o bloqueo intencionado de sefnales de radiofrecuencia mediante la emision de ruido.
3 Ciberataque basado en la suplantacion de identidad técnica, donde un atacante disfraza una comunicacion para parecer
una fuente de confianza.
4 Inertial Measurement Unit
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consecuencia, los rayos procedentes de los astros se curvan gradualmente al recorrer la atmdstera, de
modo que el observador percibe el astro en una posicion distinta de la real; concretamente, siempre con
una altura superior. Este efecto es especialmente significativo cerca del horizonte, donde el trayecto
optico es mayor, siendo por tanto imprescindible incorporar estas correcciones en los célculos de
navegacion astronomica.

A lo largo de la historia se han ido desarrollando distintos modelos de refraccion atmosférica como
forma de corregirla, sin embargo, no todos ofrecen el mismo compromiso entre simplicidad de célculo,
rapidez operativa y exactitud bajo diferentes condiciones atmosféricas. En un entorno real (donde el
tiempo, la carga de trabajo y la disponibilidad de informacion meteorologica pueden ser limitados) elegir
un modelo u otro afecta directamente al procedimiento seguido y, en consecuencia, al resultado final.
Por ello, comparar de forma sistematica distintos modelos de refraccion resulta relevante por diversos
motivos. En primer lugar, permite optimizar los procedimientos de célculo, determinando qué
aproximaciones son suficientes en la mayoria de las situaciones y en qué casos conviene aplicar modelos
mas complejos. También contribuye a la navegacion de precision ya que cuantificar el error asociado a
cada modelo ayuda a estimar la incertidumbre del posicionamiento y a mejorar la fiabilidad de la
solucidn obtenida. Finalmente, nos ayuda a identificar los limites de las herramientas actuales (férmulas
simplificadas o rutinas de calculo) estableciendo rangos de validez en funcion de la altura aparente y de
las condiciones de presion y temperatura. En conjunto, este analisis proporciona criterios técnicos para
seleccionar el modelo mas adecuado segun el escenario operativo y los requisitos de precision.

1.2 Objetivos
1.2.1 Objetivos generales

Este Trabajo Fin de Grado tiene como objetivo general comparar de forma cuantitativa y sistematica
distintos modelos de refraccion atmosférica utilizados en navegacion astronémica, con el proposito de
optimizar los procedimientos de correccion y establecer criterios de uso orientados a la navegacion de
precision.

Para ello, se implementardny validaran cuatro metodologias de calculo: en primer lugar, el modelo
de Cassini, que servira como referencia de maxima simplicidad para evaluar si soluciones mas
elementales resultarian suficientes; en segundo lugar, el algoritmo utilizado en el Almanaque Nautico
(AN) del ROA’, que constituye el objeto principal de estudio; en tercer lugar, el modelo de Bennett,
cuya formulacion es mas avanzada y compleja que la del ROA. Finalmente, se desarrollard un modelo
fisico por capas que, debido a surigor cientifico y fidelidad a la estructura atmosférica, se utilizara como
referencia para evaluar la precision del resto de los modelos analizados.

A continuacidn, se realizara un analisis de sensibilidad sistematico que evalue el error de los modelos
empiricos frente al modelo por capas en funcion de la altura aparente, la presion y la temperatura. Con
esos resultados se determinaran cuantitativamente los limites de validez operativa del modelo del
Almanaque Nautico, identificando las condiciones atmosféricas que conducen a errores superiores a
umbrales considerados inaceptables. Dichos umbrales se fijaran en 0.5’ y 1.0°, valores que no son
arbitrarios, sino que responden a las tolerancias habitualmente admitidas en navegacion astrondmica (un
error de 1’ en altura corresponde aproximadamente a una milla nautica de error en la posicidn), teniendo
ademds en cuenta que en navegacion en alta mar no se requiere una precision extrema. Asimismo, se
analizard la mejora que aporta el modelo de Bennett respecto al ROA y se contrastard el rendimiento de
este ultimo frente a la simplicidad de Cassini, valorando en ambos casos si el incremento en la

3> Real Instituto y Observatorio de la Armada
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complejidad de los célculos esta justificado en términos operativos dentro de los margenes de precision
requeridos en alta mar.

1.2.2 Objetivos especificos

Con el propodsito de desarrollar el estudio comparativo de los modelos de refraccion atmosférica
empleados en el trabajo, se definen los siguientes objetivos especificos:

e Implementacion computacional de los modelos de refraccion de estudio: Se plantea la elaboracion
de un cédigo en lenguaje Python de los modelos de refraccion atmosférica de Cassini, Almanaque
Nautico espainiol y Bennett, ademas del modelo fisico por capas basado en trazado de rayos (ray
tracing) que simulard la propagacion de la luz en una atmosfera estratificaday se tomara como
modelo de referencia.

e Cuantificarlasensibilidad de cada modelo: Se llevaréd a cabo un analisis de sensibilidad con el objeto
de cuantificar la respuesta de cada formulacién ante variaciones realistas de las condiciones
atmosféricas. Para ello, se estudiara el efecto de cambios de hasta £20°C en la temperatura'y £30
hPa en la presidon respecto a una atmodsfera estandar, evaluando como dichas perturbaciones influyen
en el error de refraccion estimado por cada modelo en funcidn de altura aparente del astro.

e C(Caracterizacion espacial del error residual asociado a los distintos modelos de refraccion: Se
utilizard condiciones atmosféricas representativas de diferentes regiones maritimas, obtenidas a
partir de datos historicos, se estableceran criterios que permitan identificar areas geograficas en las
que la implementacion de determinados modelos puede resultar especialmente critica o, por el
contrario, suficientemente robusta.

e Andlisis de la propagacion del error de refraccion al error en la determinacion de la posicion del
observador: Se simularé el tridngulo de posicion astrondmica, evaluando como las discrepancias en
la correccion por refraccion afectan a la interseccion de tres rectas de altura y a la situacion
observada. Esto permitiré traducir los errores angulares en errores posicionales expresados en millas
nauticas, facilitando una interpretacion directa en el &mbito operativo.

1.3 Estructura de la Memoria

La memoria se ha organizado siguiendo una estructura progresiva que permite ir desde los conceptos
tedricos hasta la aplicacion practica y el andlisis de resultados.

En primer lugar, se presenta una introduccion donde se contextualiza el problema de la navegacion
astronomica y se justifica la importancia de la refraccion atmosférica en la precision del
posicionamiento. En este mismo capitulo se establecen los objetivos que guian el trabajo.

A continuacion, se desarrolla el estado del arte, en el que se recogen los fundamentos fisicos
necesarios para comprender el fendémeno de la refraccion atmosférica, asi como la evolucion historica
de los modelos utilizados y otros estudios relacionados con la comparacion de modelos de refraccion.
Este apartado sirve de base para introducir y describir los modelos que posteriormente se comparan.

Una vez definido el marco teodrico, se aborda el desarrollo del trabajo, donde se detalla la
metodologia seguida. En este bloque se explica el planteamiento del problema, laimplementacion de los
modelos en Python y el procedimiento empleado para analizar los resultados.

El ntcleo de la memoria se encuentra en el apartado de resultados y validacion, donde se presentan
y analizan los datos obtenidos. Se incluyen tablas, graficas y mapas de calor que permiten evaluar el
comportamiento de los distintos modelos, asi como un estudio especifico del impacto en el
posicionamiento astronémico y un estudio por zonas maritimas aplicando sus condiciones climaticas a
los modelos de refraccion.

Posteriormente, se exponen las conclusiones, donde se sintetizan los principales resultados, se valora
el cumplimiento de los objetivosy se identifican tanto las limitaciones del estudio como posibles lineas
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futuras de investigacion. Finalmente, la memoria se completa con la bibliografia utilizada y varios
anexos.
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2 ESTADO DEL ARTE

2.1 Antecedentes

2.1.1 Evolucion del estudio de la refraccion

La necesidad de corregir la desviacién que experimenta la luz al atravesar la atmodsfera ha
evolucionado desde explicaciones puramente cualitativas hasta convertirse en un problema formal de la
Optica geométricay la fisica atmosférica. Esta transformacion ha ido de la mano del perfeccionamiento
de la instrumentacion astrondmica y del progresivo entendimiento de la estructura fisica del aire como
medio refractante.

Las primeras evidencias del fendmeno se remontan a la Antigiiedad. En el siglo II a.C., Hiparco
advirtio que ciertos eventos astrondmicos (como la observacion simultanea del Sol y la Luna durante un
eclipse lunar cerca del horizonte) no podian explicarse inicamente mediante geometria celeste ideal, lo
que implicaba la existencia de una desviacion en la trayectoria de la luz. Sin embargo, fue Claudio
Ptolomeo (Figura 2-1), enel sigloII d.C., quien propuso el primer modelo explicito de la atmosfera como
medio refractante. En su obra Optica, describié la atmésfera como una envoltura esférica de densidad
uniforme, con un limite definido respecto al ‘éter’ superior. Ptolomeo constaté empiricamente que la
refraccion aumenta a medida que disminuye la elevacion del astroy se anula en el cenit, aunque carecia
de la formula matematica precisa (la ley de los senos) que permitiria describir el fenomeno de manera
general.

Figura 2-1 Claudio Ptolomeo, autor de ()ptica [1]

Durante la Edad Media, el conocimiento Optico fue preservado y ampliado por los cientificos del
mundo isldmico. A destacar, Ibn al Haythan (Alhazen, siglo XI) desarroll6 un enfoque mas sistematico
del comportamiento de la luz y propuso que la refraccion podia alterar no solo la posicion aparente de
los astros, sino también su tamafio observado. En el siglo XIII, Witelo retom¢ y refin6 estas ideas,
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sugiriendo la existencia de capas de vapores mas densos proximas al horizonte para explicar efectos
visuales como la aparente magnitud de la Luna.

La transicion hacia una descripcidn cuantitativa rigurosa se produjo en el siglo XVI. Tycho Brahe
llevo a cabo las primeras mediciones sistematicas de refraccion utilizando instrumentos capaces de
resolver el grado en minutos de arco. A partir de sus observaciones, elabord tablas de correccidn
diferenciadas para el Sol y las estrellas, alcanzando niveles de precision que, en determinadas alturas
(por encimade los 15°), resultan comparables a los modelos modernos. Posteriormente, Johannes Kepler
(Figura 2-2) empled estos datos para ofrecer una interpretacion fisica mas coherente del fendmeno,
incluyendo la compresion vertical del disco solar cerca del horizonte y el andlisis de episodios de
refraccion anomala, como el denominado “efecto Novaya Zemlya”[2], un efecto optico polar que hace
que el Sol parezca salir antes de tiempo o ponerse mas tarde durante el invierno artico. Fue reportado
por primera vez por miembros de una tripulacion holandesa que se encontraban en busca del paso del
Noroeste, pero se quedaron atrapados en la isla rusa de Novaya Zemlya donde experimentaron este
efecto.[3]

Figura 2-2 Johannes Kepler, fisico del siglo XVI [4]

En el siglo XVII, la consolidacion de la dptica introdujo una base mas solida para el estudio de la
refracciéon de una forma mdas matematica. En este aspecto, Isaac Newton desempeild un papel
fundamental al sistematizar experimentalmente el comportamiento de la luz en procesos de reflexiény
refraccion, estableciendo un lenguaje fisico-matematico que permitio tratar la desviacion de los rayos
con mayor precision [5], [6]. También hay que destacar durante este siglo las aportaciones de Cassini,
durante su época de profesor en la Universidad de Bolonia, gracias a sus grandes dotes de observacion
y de contar con unas buenas herramientas de precision para la observacion, desarroll6 una serie de tablas
solares que buscaban cuantificar como la atmdsfera desviaba la luz de los astros, proponiendo un modelo
de refraccion de atmosfera homogénea [7]. A partir del siglo XVIII, el estudio de la refraccion
atmosférica empez6 a apoyarse de forma mas sistematica en herramientas analiticas. En este momento,
Pierre Bouguer representa un punto de inflexion: ademas de su interés por los efectos atmosféricos enla
observacion, introdujo resultados de caricter general para la propagacion de rayos en un medio con
simetria esférica, formulando un invariante asociado al rayo y una expresion integral de la refraccion
para modelos atmosféricos idealizados. Con este planteamiento desplazé el foco desde correcciones
meramente tabulares hacia descripciones capaces de relacionar larefraccion con la estructura del medio.

[8]

Entre el siglo XVIII y el siglo XIX, el problema se consolido dentro de la mecanica celeste y la
astronomia de posicion. En particular, Laplace, en su obra Mécanique Céleste, desarroll6 una teoria
completa de la refraccion partiendo de las ideas de Bouguer. Asumiendo una atmdsfera de densidad
uniforme y una ley de variacion del indice de refraccion con la altura, establecid aproximaciones
analiticas que dieron lugar a expresiones practicas para estimar la refraccion en funcién de la distancia
cenital, formulaciones que posteriormente se popularizaron como “férmulas de Laplace” y sentaron las
bases para los modelos analiticos posteriores. [9]
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En el siglo XX, el estudio de la refraccion atmosférica se centra en mejorar la precision a través del
desarrollo de modelos como el de Bennett, el cual fue desarrollado en 1982 y combina precision con
simplicidad aplicando correcciones por presion y temperatura,y el de Saemundsson, desarrollado en
1986, el cual estd disefiado para ser computacionalmente eficiente, permitiendo obtener la altitud
corregida simplemente sumando la variacion de altura a la altura calculada. [10], [11]

2.1.2 El desarrollo de los Almanaques Nauticos

Un almanaque néutico es una publicacion técnica que recopila efemérides astronémicas precisas
disefiadas principalmente para su uso en la navegacion en la determinacion de la posicion en la mar. Su
propdsito principal es describir las posiciones de diversos cuerpos celestes, tales como los planetas, el
Sol, la Luna y diferentes estrellas para permitir la navegacion astronémica, ademas fue la herramienta
fundamental para resolver el problema de determinacion de la longitud en la mar, aplicando el método
de las distancias lunares que consistia en usar la Luna como si fuera un reloj natural. [12], [13]

Se tiene constancia de antecedentes de almanaques como los descritos en los escritos de Alfonso X
el Sabio, sin embargo, no es hasta el siglo XVIII cuando encontramos los primeros documentos que
podemos identificar como almanaques modernos [14]. El primer almanaque moderno es el britanico 7he
Nautical Almanac and Astronomical Ephemeris publicado en 1767 (actualmente se sigue publicando
nuevas ediciones de The Nautical Almanac, en la Figura 2-3 se puede observar la edicion de 2026),
impulsado por el astronomo Nevil Maskelyne. La gran innovacion que conllevo esta publicacion fue la
introduccion de las tablas de distancias lunares basadas en los céalculos de Tobias Mayer que permitia
calcular la longitud, siendo este uno de los mayores inconvenientes que habian tenido los marinos en los
siglos anteriores, pues la obtencion de la latitud era relativamente sencilla pero el calculo de longitud era
uno de los principales problemas que tenian, principalmente en las navegaciones ocednicas[13]. El
método de las distancias lunares consistia en que el marino media con un sextante el &ngulo entre una
estrellay la Luna, con ese angulo utilizaba el almanaque para saber a qué hora exacta corresponde en un
meridiano de referencia, la comparacion entre la hora local del barco y la hora en el meridiano mostraba
la longitud en la que se encontraba el buque. [15]

- -

Figura 2-3 Almanaque Nautico britanico edicion 2026 [16]

El almanaque britanico tuvo tanto éxito y supuso tal revolucion en la navegacion de la época que el
resto de las potencias como Espafia y Francia se volvieron dependientes de €l. No es hasta el afio 1792
cuando en Espafia se publica el primer almanaque nautico propio (Figura 2-4). El impulso de los estudios
de las efemérides astronomicas en Espafa vino de la mano de Jorge Juan y Santacilia que a mediados
del siglo XVIII propuso la creacion del Real Observatorio de la Armada para proporcionar efemérides
precisas a los marinos. En 1790, el rey Carlos IV ordena que el observatorio trabaje con sus propias
tablas y célculos para dejar de depender de los calculos ingleses, ademas se cambia el meridiano de
referencia inglés (Greenwich) al meridiano de Céadiz primero y posteriormente, en 1801, al meridiano
de laIsla de Le6n (San Fernando), siendo este el meridiano de referencia de toda la cartografia espafiola
de la época. La independencia de calculos de las efemérides no se produjo de manera abrupta, fue un
proceso paulatino, por ejemplo, el primer almanaque espaiiol, el de 1792, practicamente eran los mismos
calculos, realizando tinicamente las reducciones necesarias para el meridiano de Cadiz. En 1794, el ROA
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ya calculaba casi todo el contenido, a excepcidn de las tablas de las distancias lunares. En 1810, todo el
contenido era calculado integramente en instalaciones espafiolas.

A lo largo de la historia, los almanaques han incorporado progresivamente distintos modelos de
refraccion atmosférica, reflejando la transicién desde aproximaciones empiricas y tablas auxiliares
relativamente simples hasta formulaciones matematicas fundamentadas en teorias fisicas cada vez mas
rigurosas. La correccion por refraccion resulta esencial en navegacion astronomica. Sin esta correccion,
la determinacién de la posicion mediante observaciones astrondmicas estaria afectada por errores
significativos, especialmente a bajas alturas.

En las primeras ediciones de The Nautical Almanac, la correccidon de refraccionno se integraba atin
en un cuerpo teérico complejo, sino que se ofrecia principalmente a través de tablas auxiliares destinadas
a facilitar el trabajo practico al marino. [12], [14]

En 1767 se publico paralelamente las denominadas Tables Requisites, concebidas como
complemento operativo del almanaque. Estas tablas proporcionaban valores precalculados que permitian
corregir de manera conjunta los efectos de la refraccion atmosféricay la paralaje, este ultimo, es la
variacion aparente de la posicion de un objeto, al cambiar la posicion del observador [17],
particularmente relevantes en el método de las distancias lunares para la determinacion de la longitud.
El objetivo fundamental no era desarrollar un nuevo modelo fisico de la atmosfera, sino ofrecer una
herramienta préactica que redujera la carga computacional a bordo y estandarizara el proceso de
correccion.

En esta etapa, la refraccion se trataba esencialmente como una magnitud tabulada en funcion de la
altura aparente del astro, basada en modelos atmosféricos simplificados y en ajustes empiricos derivados
de observaciones previas. Aunque el fundamento fisico era todavia limitado en comparacién con
desarrollos posteriores, la sistematizacion introducida por las Tables Requisites marco un hito en la
integracion operativa de la refraccion dentro de los almanaques nauticos, sentando las bases para la
posterior incorporacion de formulaciones mas refinadas y coherentes con la teoria dptica y la fisica de
la atmosfera.

Durante el siglo XIX, diversas naciones empezaron a publicar sus propios almanaques nauticos,
utilizando sus propios calculos y modelos desarrollados por ellos mismos. No es hasta 1911 cuando se
decide normalizar los almanaques a nivel global reconociendo a cinco paises como los principales
productores de almanaques nauticos siendo estos: Espafia, Reino Unido, Francia, Estados Unidos y
Alemania, repartiéndose el trabajo en el calculo de posiciones aparentes de estrellas. Con el paso del
tiempo esta colaboracion ha ido aumentando, sin embargo, los observatorios e institutos que publican
los almanaques néauticos siguen manteniendo independencia de calculo en otros campos como es el
calculo de la correccion por refraccion, pero lo hacen bajo un mismo estandar internacional basado en
lo establecido por la Union Astrondmica Internacional. [12], [14]

ALMANAQUE
NAUTICO

Figura 2-4 Portada del Almanaque Nautico espaiiol edicion 1792 [18]
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2.2 Estudios sobre comparacion de modelos de refraccion

En el contexto del andlisis de la refraccion atmosférica, diversos trabajos han abordado el
problema desde perspectivas tanto tedricas como aplicadas, proporcionando un marco de referencia
relevante para el presente estudio.

Desde el punto de vista teorico, destaca el trabajo de Andrew T. Young (2006), quien realiza un
analisis critico de los fundamentos fisicos de la refraccion astrondmica. Este autor pone de manifiesto
que gran parte de la formulacion clésica se apoya en desarrollos matematicos que, si bien son utiles
desde el punto de vista practico, tienden a ocultar la interpretacion fisica del fenomeno. En particular,
senala que las aproximaciones basadas en expansiones en serie presentan limitaciones importantes en
condiciones cercanas al horizonte, donde la refraccion alcanza sus valores maximos y el
comportamiento deja de ser bien aproximado.

Asimismo, Young resalta que modelos simplificados, como el de Cassini, pueden ofrecer
resultados sorprendentemente precisos en un amplio rango de alturas aparentes, siempre que no se
opere en las proximidades del horizonte. Esta observacion resulta especialmente relevante, ya que
pone en cuestion la necesidad de recurrir a modelos mas complejos en situaciones donde las
condiciones geométricas son favorables.[19]

Desde una perspectiva aplicada, la tesis doctoral de Teresa Wilson (2018) analiza la efectividad de
distintos modelos de refraccion en la prediccion de los tiempos de orto y ocaso. En este trabajo se
comparan diversos enfoques, incluyendo modelos empiricos como el de Bennett y modelos mas
sofisticados basados en trazado de rayos en atmosferas estratificadas (Hohenkerk & Sinclair),
incorporando datos meteorologicos detallados.

Uno de los resultados mas significativos de este estudio es la identificacion de un limite practico
de precision en la prediccion de fenomenos cercanos al horizonte. Wilson concluye que, debido a la
variabilidad atmosfé€rica, no es posible alcanzar precisiones superiores a aproximadamente dos minutos
en la determinacion de los tiempos de orto y ocaso, independientemente de la complejidad del modelo
empleado. Este hecho pone de manifiesto que la incertidumbre atmosférica introduce un error
dominante que limita el beneficio de utilizar modelos mas avanzados.

En la mismalinea, se evidencia que el valor estandar de refraccion en el horizonte (habitualmente
fijado en 34 minutos de arco) constituye inicamente una aproximacion media que no refleja la
variabilidad real de la atmosfera. Las observaciones muestran desviaciones significativas respecto a
este valor, especialmente en entornos maritimos, donde las condiciones térmicas y de estratificacion
pueden diferir notablemente del modelo estandar.[20]

Otro aspecto relevante identificado en estos trabajos es la relacion entre complejidad del modelo y
mejora efectivaen la precision. Aunque los modelos basados en trazado de rayos representan de forma
mas realista la estructura atmosférica, su mayor coste computacional y necesidad de datos detallados
no se traducen necesariamente en mejoras significativas en aplicaciones practicas. En muchos casos,
modelos empiricos como el de Bennett ofrecen un compromiso adecuado entre simplicidad y
precision.

Estos estudios subrayan la importancia de factores adicionales, como la correccion por depresion

del horizonte y la altura del observador, que pueden tener un impacto comparable o incluso superior al
del propio modelo de refraccion en la precision de los resultados.[19], [20]
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Adicionalmente, el articulo publicado en The Observatory (2006), en el que se enmarca el trabajo
de Young, pone de relieve el interés continuado de la comunidad cientificaen la comprension fisica de
la refraccion atmosférica y sus implicaciones observacionales. En este contexto, se destaca como la
refraccion no solo constituye un problema tedrico, sino también un factor limitante en multiples
aplicaciones astrondmicas y geofisicas, siendo necesario un enfoque que combine modelizacion fisica
rigurosa y validacion experimental. Este tipo de contribuciones refuerza la idea de que la refraccion
debe entenderse como un fendémeno complejo, en el que intervienen multiples escalas y procesos
atmosféricos, y cuya correcta modelizacion sigue siendo un desafio abierto.[21]

2.3 La atmosfera terrestre.

2.3.1 Concepto fisico de la atmosfera

Desde el punto de vista fisico la atmosfera puede describirse como la envoltura gaseosa que circunda
la Tierray permanece unida a ella gracias a la accion de la gravedad. Esta atraccion gravitatoria es la
que origina el concepto de presion atmosférica, entendida como la fuerza por unidad de superficie
ejercida por el conjunto de moléculas de aire sobre cualquier cuerpo inmerso en ella.

En término mecanicos y termodinamicos, la atmosfera puede caracterizarse a partir de varios
principios fundamentales:

l.

Sistema dindmico en equilibrio hidrostatico: Aunque la atmodsfera constituye un sistema
altamente dinamico, en permanente movimiento debido a la circulacion general que redistribuye
calor y humedad a escala planetaria, a escala macroscopica puede considerarse en equilibrio
hidrostatico. En este régimen, el gradiente vertical de presion compensa el peso de la columna
de aire superpuesta, lo que permite la estabilidad global del sistema bajo la accién del campo
gravitatorio terrestre. Asimismo, la presion se transmite en todas las direcciones, propiedad
caracteristica de los fluidos en reposo o en equilibrio local.[22]

Fluido compresible con gradiente vertical de densidad: El aire es un fluido compresible cuya
densidad alcanza su valor maximo en las proximidades de la superficie y decrece
progresivamente con la altitud. Este comportamiento se debe al peso de las capas superiores, que
comprimen las inferiores. A medida que se asciende, la cantidad de moléculas por unidad de
volumen disminuye, lo que conlleva una reduccion simultanea de la presion y la densidad. De
hecho, aproximadamente el 90% de la masa total de la atmdsfera se concentra en la
troposfera.[23]

Medio térmicamente estratificado: Lejos de ser homogénea, la atmdsfera presenta una estructura
vertical definida por variaciones sistematicas de temperatura, composicion y densidad.
Tradicionalmente se distinguen cinco capas principales:

Troposfera: Es la capa mas baja y delgada (aproximadamente hasta los 12-15 kilometros de
altura). Contiene el 90% de la masa de la atmdsferay es donde ocurre practicamente todo el
clima. En esta capa, la temperatura disminuye con la altura a medida que el aire se vuelve més
delgado.

Estratosfera: Se extiende desde los 12-15 kildmetros de altura hasta los 50. A diferenciacon la
troposfera, en esta capa la temperatura aumenta con la altura debido a la capa de ozono que
absorbe la radiacion ultravioleta del sol, generando calor. Al ser el aire més caliente arriba, no
se produce conveccion (movimiento vertical de las masas de aire), lo que da estabilidad al aire.
Mesosfera: Entre los 50 y 80-85 kilometros de altura. Capa extremadamente fria, donde la
temperatura vuelve a disminuir con la altura. Es lo suficientemente densa como para frenar y
quemar meteoros.

Termosfera: Llega hasta los 500-1000 kilémetros de altura. Esta capa experimenta un aumento
dréstico de la temperatura hasta alcanzar temperaturas muy elevadas, por encimade los 1000°C
porque las moléculas de oxigeno y nitrégeno absorben radiacion solar de alta energia. Sin
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embargo, debido a la poca densidad de moléculas, no se sentiriaal tacto, ya que hay muy pocas
para transmitir el calor.

e Exosfera: Capa mas externa, comienza con el fin de la termosferay se funde gradualmente con
el espacio exterior. En esta region las moléculas son tan escasas que pueden escapar hacia el
espacio. [24]

En la Figura 2-5;Error! No se encuentra el origen de la referencia. se observa un esquema visual
de como se estratifica la atmosfera.

500 km

80 km

MESOSFERA
50 km

ESTRATOSFER/
10 km

Figura 2-5 Esquema de las capas de la atmésfera [25]

En el estudio de la refraccion atmosférica, el concepto clave es la naturaleza de la atmosfera como
un medio continuo de densidad variable. La refraccion de la luz (o de cualquier onda electromagnética)
es una funcién directa del indice de refraccion del medio, el cual, en el caso del aire, dependen
estrechamente de su densidad y presion. [22], [24]

Para el calculo de la refraccion astrondmica maritima (desde el nivel del mar hasta astros fuera de
la atmosfera), lamayor parte de la refraccion ocurre en la troposferay en la baja estratosfera (por debajo
de los 30 km), por lo que a efectos practicos de este TFG y de sus simulaciones computacionales, solo
importan las capas mas bajas donde la densidad del aire es significativa.

2.3.2 Composicion quimica de la atmosfera

Desde una perspectiva fisicoquimica, la composiciéon de la atmoésfera desempefia un papel
determinante en sus propiedades Opticas y, por extension, en los fenomenos de propagacion de ondas
electromagnéticas. La mezcla gaseosa (en la Figura 2-6 se encuentra representada la distribucion de gases
en la atmdsfera) que constituye el aire define el valor del indice de refraccion del medio y, por tanto,
condiciona la magnitud de la refraccion atmosférica.[23]

1%

\

78%

Nitrégeno = Oxigeno ® Otros gases
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Figura 2-6 Distribucion quimica de los gases en la atmo6sfera (autoria propia)

Componentes permanentes o gases secos: En la atmosfera la composicion del aire seco es
practicamente constante en proporcion volumétrica. Esta mezcla establece 1o que puede considerarse
el ‘indice de refraccion base’ del aire seco:

Nitroégeno (N, ): Aproximadamente el 78 % del volumen del aire. Constituye el componente
mayoritario, contribuyendo de manera decisiva a la densidad del medio y a su comportamiento
optico global.

Oxigeno (0,): En torno al 21 % del total. Junto con el nitrégeno, determina la mayor parte de la
polarizabilidad electronica de la mezcla gaseosa, parametro fundamental en las formulaciones
modernas de la refractividad del aire.

Argdn (Ar). E1 0.9 % aproximadamente. Se trata de un gas noble y por tanto es quimicamente
inerte, su presencia constante debe considerarse en calculos de alta precision del indice de
refraccion.[23], [24]

Estos gases permanentes configuran el marco de referencia sobre el que se establecen los modelos
estandar de refraccidon atmosférica bajo condiciones secas.

Componentes variables: A diferencia de los gases anteriores, ciertos constituyentes presentan una
variabilidad espacial y temporal significativa. Son precisamente esos componentes los que
introducen cierta incertidumbre en los modelos de refraccion:

Vapor de agua (H,0): Aunque su fraccion volumétrica es relativamente pequenia (entreel 0 y 4
%), su impacto se debe al elevado momento dipolar permanente de la molécula del agua que
modifica la permitividad dieléctricadel aire [23], que es la capacidad del medio para polarizarse
en presenciade un campo eléctrico, y en consecuencia su indice de refraccion[26]. Suinfluencia
es especialmente notable en frecuencias de radio y microondas, pero también es medible en el
espectro visible, siendo un factor critico en estudios de refraccion de alta precision. Aunque en
aplicaciones geodésicas extremas se considera, para la presion requerida en navegacion
astronomica (espectro visible), el efecto de la humedad suele despreciarse frente a los gradientes
de presion y temperatura.

Dioxido de carbono (C0O,): Con una concentracion actual del orden de 400-420 ppm, su
contribucion directa del indice de refraccion es menor que la de los gases mayoritarios; sin
embargo, en aplicaciones geodésicas y astrondmicas de alta exactitud, las variaciones de CO,
deben considerarse para ajustar adecuadamente la refractividad del aire.

Ozono (03): Predominantemente localizado en la estratosfera, el ozono absorbe radiacion
ultravioletay altera el balance térmico de esa capa. Aunque su efecto directo sobre la refraccion
en el espectro visible es limitado, su influencia en el perfil vertical de temperatura modifica
indirectamente el gradiente de densidad atmosférica y, por tanto, la trayectoria de los rayos
luminosos.

Particulas en suspension (aerosoles): Ademas de los componentes gaseosos, la atmoésfera
contiene particulas sélidas y liquidas en suspension (polvo mineral, sales marinas, polen...)
especialmente en la troposfera. Estas particulas no afectan principalmente al indice de refraccion
en el sentido macroscopico, pero si influyen en la propagacion de la luz mediante fendmenos de
dispersion. En condiciones de alta concentracion, pueden alterar la transparencia del medio y
modificar ligeramente la fase de la onda, aspecto relevante en aplicaciones Opticas de gran
precision.[22], [23], [24], [27]

La composicion quimica determina la masa molar efectiva del aire y, por tanto, su densidad. El
indice de refraccion n serelaciona con la densidad p a través de la ecuacion de Gladstone-Dale, mostrada
como la Ecuacion 2-1: [28]

n—1=kp Ecuacién 2-1
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donde k es una constante que depende principalmente de la longitud de onda de la luz (fendmeno
conocido como dispersion cromatica) y, en menor medida, de la composicion del aire. De este modo, la
refraccion atmosféricano puede considerarse un valor fijo ya que la atmosfera es un fluido compresible
cuyas condiciones (presion y temperatura) y composicion (especialmente el vapor de agua) varian
continuamente. En consecuencia, para estimar la refraccion con rigor no basta con conocer la presion y
la temperatura en superficie; resulta necesario considerar también la fraccion molar del vapor de agua,
dado que este componente modifica la refractividad del aire de forma significativa respecto al resto de
gases (aun asi, el efecto del vapor de agua es, en su mayoria, nimio en comparacion con la temperatura
y con la presion atmosférica). En navegacion astronomica se trabaja habitualmente con una longitud de
onda efectiva (centro del espectro visible), simplificacion que también se adoptara en este trabajo.

2.4 Fundamentos fisicos de la refraccion atmosférica

El estudio de la refraccion astronémica requiere un andlisis detallado de los principios fisicos que
rigen la propagacion de la radiacion electromagnéticaa través de la atmosfera terrestre. A diferencia del
vacio, donde la trayectoria de un rayo de luz puede considerarse rectilinea, la envoltura gaseosa de la
Tierra presenta una distribucion de densidad variable con la altura. Como consecuencia directa de este
fendmeno, los cuerpos celestes se observan a una altura superior a su posicidn geométrica real. En
términos fisicos, esta desviacion se debe a la interaccion de la onda electromagnética con las moléculas
del aire, cuya capacidad refractiva depende directamente de las propiedades locales del medio.[29]

2.4.1 Ley de Snell y refraccion en medios estratificados

El comportamiento de la luz al atravesar la atmdsfera se puede explicar, como primera
aproximacion, mediante la Ley de Snell (Figura 2-7), la cual anuncia que, para dos medios homogéneos
caracterizados por indices de refraccion ny y n,, el producto del indice de refraccion por el seno del
angulo que forma el rayo con la normal a la interfaz permanece constante. Su férmula corresponde con
la Ecuacién 2-2:

n,sinf; =n,sinb, Ecuacion 2-2

Figura 2-7 Representacion de 1a Ley de Snell [30]

Aunque esta relacion se formula para dos medios homogéneos claramente diferenciados, la
atmosferano responde a ese esquema simplificado. Por el contrario, su densidad disminuye de manera
continua con la altitud, lo que implica que el indice de refraccion también varia gradualmente. Es por
ello, que la atmodsfera se modela como un medio estratificado, compuesto por una sucesion de capas (ya
sean esféricas concéntricas o plano-paralelas), donde cada capa tiene un indice de refraccion n; que se
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puede considerarse constante. En este contexto, el rayo luminosono experimenta una unica desviacion
brusca, sino una serie de pequefias desviaciones sucesivas al atravesar capas de densidad creciente
conforme desciende a la superficie terrestre.[31]

Desde el punto de vista analitico-computacional, la refraccion total puede interpretarse como la suma
de las pequefias desviaciones que experimenta un rayo al atravesar cada una de las sucesivas capas que
conforman la atmosfera. Este proceso lo podemos representar matematicamente a través de una integral
que relaciona la distancia cenital z con la variacioén del indice de refraccion, representada como la
Ecuacion 2-3:

No
f tanz dn Ecuacion 2-3
1 n

Donde n, representael indice de refraccion en la superficiey el valor unitario equivale al valor del
indice derefraccion en el vacio. En el &mbito de la navegacion astrondmica, cuando se trabaja con alturas
aparentes superiores a 10°, suele considerarse suficiente la aproximacion de capas plano-paralelas. A
medida que el astro se aproxima al horizonte, la curvatura terrestre y la geometria esférica de la atmosfera
adquieren mayor relevancia, por lo que deben incorporarse en modelos de mayor precision que resuelvan
numéricamente la integral completa. No obstante, dado que este trabajo se centra en alturas tipicas de
observacion (generalmente por encima de los 10-15°), la aproximacion plano-paralela resulta adecuada
y no se implementara la solucidn integral completa.[29], [31]

2.4.2 Indice de refraccion del aire y dependencia con presion, temperatura y
humedad

El parametro fundamental en este trabajo es el indice de refraccion del aire (n), o su expresion
derivada, la refractividad (N) definida como la Ecuacién 2-4:

N=mn-1)x 106 Ecuacion 2-4

La refractividad est4 estrechamente relacionada con la densidad del aire a través de la Ley de
Gladstone-Dale, que vincula el indice de refraccion con las propiedades moleculares del medioy con la
longitud de onda de la radiacion incidente. En consecuencia, cualquier variacién de en la presion,
temperatura o la composicion del aire se traduce directamente en una variacion del indice de
refraccion.[32]

En aplicaciones practicas, especialmente en navegacion astronOmica, se asume que el
comportamiento del aire es como el de un gas ideal, lo que permite establecer que la refraccion es
directamente proporcional a la presion atmosférica P e inversamente proporcional a la temperatura
absoluta T. Bajo estas condiciones, la Ecuacién 2-5 propuesta por Barrel y Sears en 1939 constituye una
de las expresiones mas utilizadas para el calculo de la refractividad del aire en el espectro visible [33]:

77.6P 3.73 x 10%¢ p
Ecuacion 2-5
n—1)x10° = +

Donde P se expresa en hectopascales (hPa) T en Kelvin (K), e representa la presion parcial del vapor

de agua y n es el indice de refraccion.

En el contexto de la navegacion astrondmica, la contribucién del vapor de agua (que corresponde
con el segundo término de la expresion) se considera despreciable y se omite en la mayoria de los
modelos operativos, dado que su influencia es reducida en comparacion con los gases secos que
componen la atmosfera.

La influencia de las condiciones meteoroldgicas resulta especialmente relevante: una variacion de
1°C en la temperatura puede producir un efecto sobre la refraccion comparable al de un cambio de
aproximadamente 4 hPa en la presion atmosférica. Por esta razon, los modelos que no incorporan
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correcciones explicitas por presion y temperatura tienden a generar errores sistematicos apreciables
cuando las condiciones reales difieren de la atmdsfera estandar para la que fueron concebidos.

2.5 Modelizacion de la atmosfera terrestre

Para poder calcular con precision la desviacion que experimenta un rayo luminoso al atravesar la
atmosfera es imprescindible definir previamente un modelo adecuado de la estructura fisica del medio.
La atmosfera terrestre no puede considerar homogénea ni estatica: sus parametros fundamentales,
presion, temperaturay densidad, varian de manera continua con la altitud y, ademas, dependen de otros
factores como la latitud, la estacion del afio y las condiciones meteoroldgicas locales. Por tanto, cualquier
formulacion rigurosa del problema debe partir de una caracterizacion coherente de estas variaciones
verticales.[34]

2.5.1 Atmosfera como medio continuo contra discretizacion por capas

Desde un punto de vista estrictamente fisico, la atmdsfera puede tratarse como un medio continuo
en el que las propiedades termodindmicas cambian suavemente con la altura. Bajo esta hipotesis, el
indice de refraccion también varia de forma continua, lo que permite describir la trayectoria del radio
mediante una integral que acumula contribuciones diferenciales (dn) a lo largo del camino oOptico,
obteniéndose la refraccion total como el resultado de integrar esas pequefias variaciones infinitesimales
en toda la columna atmosférica.[29]

Sin embargo, cuando el problema se traslada al ambito computacional, especialmente en la
implementacion de algoritmos de trazado de rayos (ray-tracing), resulta mas préctico recurrir a una
discretizacion del medio. En lugar de trabajar con un perfil continuo, la atmosfera se divide en una
sucesion de capas delgadas (sean plano-paralelas o esféricas concéntricas) dentro de las cuales se supone
que las propiedades fisicas permanecen aproximadamente constantes. De este modo, el problema se
simplifica a la aplicacion de sucesiva de la ley de Snell en cada interfaz entre capas. [34]

Este procedimiento convierte la integral continua en una suma de desviaciones discretas. Cuanto
mayor sea el nimero de capas consideradas (habitualmente entre 50 y 200 en aplicaciones de
navegacion) mayor sera la precision numérica alcanzada, ya que la solucidn discreta tenderd a converger
hacia el valor de la integral teérica. En consecuencia, la discretizacion por capas constituye un
compromiso eficiente entre realismo fisico y viabilidad computacional.

2.3.2 Gradiente térmico y perfiles estandar P(h) y T(h)

Para que este esquema sea operativo, es necesario disponer de un modelo que describa como varian
la temperaturay la presion con la altura. En este sentido, uno de los referentes fundamentales es la U.S.
Standard Atmosphere 1976, que proporciona perfiles medios basados en observaciones experimentales
obtenidas mediante radiosondas, cohetes meteorologicos y satélites. Este modelo adopta dos hipotesis
clave: el aire se comporta como gas ideal y la atmosfera se encuentra en equilibrio hidrostatico. Partiendo
de esas premisas, es posible deducir la estructura vertical de la presion y la densidad una vez definidoel
perfil térmico.

En la troposfera, se asume un gradiente térmico lineal (L) seglin el cual la temperatura disminuye de
manera aproximadamente uniforme con la altura, como indica la Ecuacién 2-6:

T(h) =T, — Lh Ecuacion 2-6

donde T, es la temperatura en superficie y L toma un valor tipico de 0.0065 K/m.

En la Figura 2-8 se representa como es el gradiente térmico a lo largo de las diferentes capas de la
atmosfera. Tal y como se ha indicado, en este trabajo se considera unicamente un gradiente térmico
lineal correspondiente a la troposfera, al ser la capa donde se concentra la mayor parte de la masa
atmosféricay donde tienen lugar las condiciones meteoroldgicas que afectan de forma mas significativa
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a la refraccion. En consecuencia, se desprecia la contribucidon de las capas superiores, ya que su
influencia sobre el fendémeno estudiado resulta secundaria dentro del rango de alturas analizado.

Capas de la atmdsfera

00 80 60 40 -20 0 20 40
Altitud Temperotura °C Altitud
(kildmetros) [miles)

Figura 2-8 Representacion del gradiente de temperatura en la atmésfera [35]

A partir de este perfil térmico y aplicando la ecuacion fundamental de la hidrostatica junto con la
ecuacion de estado de gas ideal, se obtiene el perfil de presion mediante la llamada formula hipsométrica,
representada como la Ecuacién 2-7: [34], [36]

Lh_gM .0
P(h) = Py(1 — T_)R* I Ecuacion 2-7
0

donde g es la aceleracion de la gravedad, M la masa molar del aire y R* la constante universal de los
gases. Estos perfiles estandar resultan esenciales en los modelos de refraccion por capas, ya que permiten
calcular el indice de refraccion en cada interfaz atmosférica a partir de magnitudes medibles en
superficie, como la presion y la temperatura iniciales (Ty y Py).

2.6 Los modelos de refraccion a estudio
2.6.1 Modelo de refraccion de Cassini

El modelo de refraccion propuesto por Giovanni Domenico Cassini (Figura 2-9) en el siglo XVII
constituye uno de los primeros intentos de describir de forma analitica y cuantitativa la refraccion
atmosférica. Cassini desarroll6 este enfoque durante su etapa como profesor de matemadticas y
astronomia en Bolonia, en un contexto en el que la comprension fisica de la atmosfera era todavia
limitada. [7]

En la época de Cassini predominaba la concepcion de que la atmosfera terrestre era una capa
homogénea de densidad constante, separada bruscamente del “éter” supraterrestre por una superficie
bien definida. Bajo esta hipotesis, la variacion vertical del indice de refraccion no se consideraba de
forma continua, sino que se asumia un medio uniforme.

La aportacion distintiva de Cassini fue aplicar sistematicamente la ley de refraccion (laley de Snell)
a este modelo simplificado de atmosfera. Con ello obtuvo una expresion matematica explicita para la
refraccion atmosférica, convirtiéndose en la primera aproximacion analitica coherente del fenémeno.
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Figura 2-9 Dominico Cassini, cientifico del siglo XVII que desarrolla un modelo de refraccion atmosférica [37]

No obstante, el modelo descansa sobre dos idealizaciones fundamentales:

e Atmosfera homogénea, con indice de refraccion constante
e Geometria plano-paralela, que ignora curvatura terrestre y supone capas horizontales infinitas.

Estas hipotesis permiten una deduccion sencilla, pero limitan fuertemente su validez fisica. [38]

La férmula del modelo que vamos a emplear en este trabajo es la simplificada, que corresponde con
la Ecuacion 2-8:

R = k X cot (a) Ecuacion 2-8

Siendo R, el valor de la refraccion en segundos de arcos, k es una constante que se relaciona con el
indice de refraccion y a, es la altura del astro en grados.
La formulacion puede reconstruirse a partir de principios de Optica geométrica.

En un tratamiento continuo, la refraccion total R experimentada por un rayo luminoso que atraviesa
una atmosfera estratificada puede expresarse como la Ecuacién 2-9:

"o tan z
R = J dn
1

n Ecuacion 2-9

Donde z es el angulo cenital verdaderoy n es el indice de refraccion, en funcion de la altura. Esta
expresionresulta de combinar la ley de Snell en forma diferencial con la geometria del rayo en un medio
estratificado.

En el modelo de Cassini se supone que las capas atmosféricas son horizontales y planas. Bajo esta
geometria, el angulo cenital z permanece constante a lo largo de la trayectoria dentro del medio
homogéneo. Por tanto, tan z puede considerarse constante y extraerse de la integral:

R=tan(z)J%

Si el indice de refraccion en superficie es ng, proximo a la unidad, la integral se reduce a:
dn In(n)
—=In(n
n

Para valores cercanos a 1 puede emplearse la aproximacion:
ln (no) =~ TlO - 1
De este modo, la refraccion adopta la forma:

R = (ny — 1) tan(z)
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En astronomia y navegacion se emplea la altura aparente, que se relaciona con el angulo cenital
mediante:

Por identidad trigonométrica:
tan(z) = cot(a)
Sustituyendo:
R =~ (ny— 1) cot(a)

Para expresar la refraccion en segundos de arco en lugar de radianes, se multiplica por el factor de
conversion 206265 (segundos de arco por radian):

R = 206265(ny — 1) cot(a)
Definiendo la constante:
k =206265(n, — 1)
y adoptando condiciones atmosféricas estandar, se obtienen aproximadamente:
k ~ 58.3

Obteniendo finalmente la Ecuacion 2-10
R ~ 58.3 X cot(a) Ecuacién 2-10

La expresion anterior describe correctamente la dependencia geométrica dominante de la refraccion
con la altura: la desviacion aumenta al disminuir la altura del astro. Sin embargo, el modelo presenta una
limitacion estructural importante.

Cuando a = 0, la funcion cot(a) diverge, lo que implica una refraccion infinita en el horizonte.
Fisicamente, esto es incorrecto: la refraccion horizontal real es finitay del orden de 34 minutos de arco
en condiciones estandar. Esta discrepancia revela el principal defecto del modelo: la suposicion de
atmosfera homogénea. En la realidad, el indice de refraccion disminuye gradualmente con la altura
debido a la variacion de presion y temperatura, lo que produce una curvatura progresiva del rayo y una
refraccion total limitada.[39]

Por ello, el modelo de Cassini solo proporciona resultados aceptables para alturas medias y altas
(aproximadamente a > 209), donde la variacion vertical del indice tiene menor impacto relativo. A
pesar de su simplicidad extrema, constituye un hito histérico al introducir la formulacion matematica
explicita que conecta la Optica geométrica con la practica astronémicay nautica, sirviendo de punto de
partida para desarrollos posteriores mas realistas.

2.6.2 Modelo de refraccion del Almanaque Nautico espariol

El Almanaque Nautico espanol (Figura 2-10) constituye en la actualidad una publicacion técnica de
periodicidad anual elaborada por la Seccion de Efemérides del ROA, con sede en San Fernando (Cadiz).
Tras la reorganizacion editorial llevada a cabo en 1961, las publicaciones astrondmicas del ROA se
especializaron funcionalmente: el Almanaque Nautico quedd orientado al uso practico en navegacion
astrondmica, mientras que las Efemérides Astronomicas pasaron a destinarse preferentemente a
aplicaciones cientificas, como la astronomia fundamental o geodesia. Esta diferencia refleja la distinta
naturaleza de ambos productos: uno de caracter operativo y otro de orientacion cientifica.[12], [40]
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Figura 2-10 Almanaque Nautico espaiiol edicion 2026 [41]

En lo relativo al tratamiento de la refraccion atmosférica, el modelo adoptado por el Almanaque
Nautico responde a un planteamiento eminentemente empirico-operativo. Su formulacién no pretende
describir de manera exhaustiva la estructura fisica de la atmosfera, sino ofrecer una correccion
suficientemente precisa dentro del marco practico de la navegacion astronémica. [42]

En primer lugar, el modelo establece un equilibrio entre simplicidad y precision. La correccion por
refraccion debe poder aplicarse conrapidez, ya sea mediante tablas o calculos directos, manteniendo una
exactitud compatible con los margenes propios de la navegacion astronémica tradicional, donde los
errores globales de posicion suelen situarse en el orden de una a dos millas nauticas.

Desde el punto de vista matematico, la correccion R, expresada en segundos de arco, su formulacién
en funcion de la altura aparente a del astro mediante la Ecuacién 2-11:

R = 58.294 cot(a) — 0.0668 cot3(a) Ecuacién 2-11

El término proporcional a cot(a) constituye una mejorarespecto a la aproximacion clasica lineal de
Cassini, mientras que el término cubico introduce una correccidon de orden superior que permite
modelizar la no linealidad creciente del fenomeno a bajas alturas. Esta estructura evita la divergencia
excesiva de la correccion en las proximidades del horizonte, donde la refraccion aumenta de forma
acusada.

Los coeficientes numéricos empleados no se calculan diariamente a partir de las condiciones
meteorologicas reales, sino que estan ajustados a unas condiciones atmosféricas estdndar: presion de
1013,25 hPa y temperatura de 10°C. De este modo, las variables fisicas que influyen en la refraccion
(que son principalmente la temperatura y la presion) quedan incorporadas de forma implicita en los
coeficientes constantes del modelo. Se trata, por tanto, de un enfoque basado en valores promediados
representativos de condiciones maritimas habituales.

Asimismo, la formulacion actual es el resultado de una tradicion institucional sustentada en décadas
de experiencia observacional, particularmente en el &mbito del Atlantico Noreste y del Mediterraneo,
areas de especial relevancia para lanavegacion espafiola. No se trata inicamente de una expresion teorica
sino de una implementacién consolidada y validada operativamente.[40]

Finalmente, el modelo muestra un comportamiento especialmente robusto en el rango de alturas
superiores a 10°-15°, intervalo en el que se realizan la mayoria de las observaciones nauticas. Por debajo
de estas alturas, la variabilidad atmosférica introduce incertidumbres que superan con frecuencia la
capacidad de modelizacion de cualquier formulacion simplificada. En el rango operacional habitual, sin
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embargo, los errores asociados a la correccidn por refraccion son, en general, inferiores a otros factores
de error presentes en la practica ndutica, como los instrumentales o los derivados de cronometraje.[42]

2.6.3 Modelo de refraccion de Bennett

El modelo de refraccién atmostérica propuesto por G.G. Bennett (1982) constituye una de las
formulaciones empiricas mas utilizadas en astronomia practica (como en observatorios astronémicos
como Figura 2-11), debido a su excelente equilibrio entre precision y simplicidad computacional. Frente
a modelos tedricos por capas o a integraciones completas de trayectorias Opticas, la propuesta de Bennett
ofrece una expresion cerrada capaz de reproducir con notable fidelidad larefraccion media desde el cenit
hasta el horizonte, manteniendo una implementacion extremadamente sencilla.

Figura 2-11 Foto del Observatorio del Valle de Aosta [43]

En condiciones estandar de presion y temperatura, la refraccion media R, expresada en minutos de
arco, se calcula a partir de la altura aparente a (en grados) mediante la Ecuacién 2-12:

7.31

) Ecuacion 2-12
a+4.4

R = cot(a +

Con R en minutos de arco.

Esta formula funcional introduce una correccion no lineal sobre la altura aparente antes de aplicar
la cotangente, lo que permite aproximar con mayor fidelidad el comportamiento real de la refraccion
atmosférica, especialmente a bajas alturas.

Dado que la refraccion depende directamente de la densidad del aire, el modelo incorpora factores
multiplicativos que permiten adaptar el valor obtenido a las condiciones meteorologicas locales. La
Ecuacién 2-13 es la expresion corregida:

P y 283.15
1013.25) (273.15 + T)

Donde P es la presion atmosférica en hPa, referida a la presion estandar al nivel del mar (1013,15

hPa) y T es la temperaturaen grados centigrados, normalizada respecto a una temperatura de referencia
10°C (283,15 K).

Conviene sefialar que esta temperatura de referencia difiere de la empleada en la atmosfera estandar
ICAOS (15°C), lo que refleja el caracter especificamente astrondmico del ajuste adoptado por Bennett.
Cabe recalcar que, en este trabajo se toma como condiciones estandar la temperatura de 10°C ya que
tanto el modelo de Bennett como el modelo del Almanaque Nautico estdn referenciados a esa
temperatura.

Ecuacion 2-13

Rcorregida =R X (

¢ International Civil Aviation Organization
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En cuanto a la solidez del modelo de Bennett se explica por varios aspectos estructurales:

7,31
a+4.4
introduce una dependencia no lineal ajustada empiricamente. Esta estructura permite reproducir

con gran fidelidad larapida variacion de la refraccion a bajas alturas, donde el gradiente atmosférico
produce desviaciones significativas.

2. Comportamiento regular en el horizonte: A diferencia de aproximaciones clasicas como la expresion
R = kcota, que divergen cuando a — 0, la formula funcional adoptada por Bennett evita
singularidades matematicas. El término a + 4.4, en el denominador impide divisiones por cero y
garantiza un comportamiento finito y fisicamente coherente incluso a 0° de altura.

3. Estabilidad numérica: El modelo proporciona un valor aproximado de 34.5’ para la refraccion en el
horizonte bajo condiciones estandar, en concordancia con observaciones medias. Esta estabilidad lo
hace particularmente util en aplicaciones de navegacion astronémicay reduccion de observaciones
solares o estelares. [44]

4. Ajuste empirico optimizado: Los coeficientes 7.31 y 4.4 no proceden de una deduccion analitica
directa, sino de ajuste a resultados obtenidos mediante modelos fisico mas complejos, incluyendo
algoritmos de trazado de rayos (ray-tracing) como los desarrollados por Garfinkel [45]. En este
sentido, el modelo puede entenderse como una aproximacion cerrada que encapsula el
comportamiento de soluciones atmosféricas estratificadas.

5. Precision global: En condiciones atmosféricas normales, el error tipico del modelo se sitiiaen torno
a +0.1" respecto a modelos fisicos por capas, lo que resulta plenamente compatible con las
tolerancias exigidas en navegacion astrondmica clasicay observacion aficionada de precision. [44]

1. Tratamiento de la no linealidad: El término actla como una correccion angular previa que

El modelo de Bennet representa una etapa madura en la evolucion de las formulaciones empiricas
de larefraccion: supera la simplicidad excesiva de los modelos homogéneos clésicos y, al mismo tiempo,
evita la complejidad operativa de los modelos atmosféricos estratificados completos. Su adopcion
generalizada en manuales de astronomia practica y programas de calculo astronomico confirma su
utilidad como herramienta operativa de alta fiabilidad.

2.6.4 Modelo de refraccion por Capas

El modelo de refraccion por capas constituye en este trabajo la referencia fisica frente a la cual se
evaluaran los modelos empiricos. A diferencia de formulaciones cerradas ajustadas a observaciones
(como Cassini o las empleadas en el Almanaque Nautico) este enfoque no parte de expresiones
aproximadas a la correccion, sino de la descripcion directa del trayecto que sigue un rayo luminoso al
atravesar una atmosfera estratificada.

Su interés radica en que traduce los principios de la Optica geométrica en un procedimiento numérico
explicito, permitiendo calcular la refraccion acumulada a partir de las condiciones fisicas del medio.

El fundamento fisico del modelo se apoya en tres elementos fundamentales:

1. Aplicacién incremental de la ley de Snell: La atmosfera se discretiza en un conjunto de capas
horizontales de espesor reducido (tipicamente entre 50 y 200). En cada interfaz el indice de
refraccidn experimenta una variacion asociada al cambio de densidad del aire. La desviacion
elemental del rayo se obtiene aplicando la Ley de Snell en forma local, su expresion corresponde a
la Ecuacién 2-2.

La refraccion total resulta de la acumulacion de estas desviaciones elementales a lo largo de todo el
perfil atmosférico.

2. Perfil atmosférico estandar: Para asignar valores de presion y temperaturaa cada capa se adopta un
modelo atmosférico de referencia, habitualmente la US Standard Atmosphere 1976. [36]

En la troposfera se supone un gradiente térmico lineal definido en la Ecuacion 2-6. Mientras que la
presion se determina mediante la ecuacion hipsométrica derivada del equilibrio hidrostatico. Este
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procedimiento permite reconstruir un perfil vertical coherente con condiciones estindar y
suficientemente representativo para el analisis comparativo planteado en el TFG.

3. Calculo del indice de refraccion: El indice de refraccion en cada capa se obtiene a partir de la
ecuacion de Barrell y Sears (Ecuacion 2-5).

En la mayor parte de los analisis desarrollados se emplea inicamente el término correspondiente al
aire seco, lo que simplifica el calculo sin comprometer de forma significativa la validez de las
comparaciones dentro del rango operativo considerado.

Este modelo se adapta como modelo de referencia por varias razones metodoldgicas:

e Rigor fisico: deriva directamente de principios fundamentales (Optica geométrica y equilibrio
hidrostatico), evitando ajustes empiricos.

e Precision elevada: para alturas aparentes superiores a 10°, el error numérico tipico es inferiora 0.05’,
claramente por debajo de las tolerancias habituales en navegacion astrondmica.

e C(Capacidad de analisis de sensibilidad: al tratarse de un esquema numérico permite modificar de
forma independiente pardmetros como presion, temperatura o numero de capas, evaluando su
influencia especifica en la refraccion total.[46]

Con el fin de mantener coherencia con los objetivos del TFG y evitar una complejidad
computacional innecesaria, se ha optado por una geometria plano-paralela, es decir, capas horizontales
sin considerar explicitamente la curvatura terrestre.

Esta simplificacion implica que el modelo pierde validez a alturas muy bajas, tendiendo a divergir
cuando el astro se aproxima al horizonte[19],[46]. Sin embargo, en el intervalo operativo habitual de la
navegacion astrondmica (alturas superiores a 10°), el error geométrico asociado es una magnitud
despreciable frente a las incertidumbres meteoroldgicas.[19], [20]

En consecuencia, dentro del marco comparativo del trabajo, el modelo de refraccion por capas
constituye la referencia fisica mas sdlida y consistente para evaluar el comportamiento de las
formulaciones empiricas estudiadas.

2.7 Aplicaciones de los modelos de refraccion

Los modelos de refraccion atmosférica desempeilan un papel esencial en los sistemas
contemporaneos de navegacion astrondmicoy en sus integraciones electronicas, dado que la desviacion
que experimenta la radiacién luminosa al atravesar la atmosfera terrestre afecta de forma directa a la
determinacion precisa de las alturas aparentes de los astros. En aplicaciones donde la exactitud angular
se traduce en errores métricos de posicionamiento, la correcta modelizacion de la refraccion constituye
un elemento critico del sistema.

En los sistemas modernos de Celestial Navigation Systems (CNS), tanto embarcados como
experimentales, el calculo de la posicion se basa en la resolucion geométrica de las alturas observadas
de los astros. Programas de célculo astrondmico y prototipos como STELLA” integran algoritmos de
correccion por refraccion atmosférica que permiten transformar la altura aparente en altura verdadera
antes de la resolucion del tridangulo de posicion.[47]

Estas correcciones resultan especialmente relevantes cuando las observaciones se realizan respecto
al horizonte del mar, ya sea mediante sextantes tradicionales o dispositivos automatizados con
adquisicion digital de imagen.

Algunos instrumentos fotograficos de campo amplio, como los sextantes electronicos, incorporan
técnicas de analisis de imagen que permiten estimar la refraccion diferencial de estrellas situadas a baja

7 System to Estimate Latitude and Longitude Astronomically. Es un software de alta precision desarrollado por el
Observatorio Naval de Estados Unidos (USNO)
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altura. En estos casos, la propia atmdsfera se utiliza como referencia geométrica para inferir la horizontal
local, reduciendo la dependencia del horizonte fisico del océano, cuya definicion puede verse afectada
por oleaje, visibilidad o gradientes térmicos superficiales. [48]

No obstante, la influencia de la refraccion impone también restricciones operativas. En ciertos
desarrollos experimentales de posicionamiento astronémico avanzado se descartan observaciones de
astros con alturas inferiores a 20°, dado que en ese intervalo la magnitud y sobre todo la variabilidad de
la refraccion introducen incertidumbres dificiles de acotar dentro de los margenes de precision exigidos
por aplicaciones modernas [49]. En las capas bajas de atmosfera, el indice de refraccion esta
condicionado por gradientes térmicos, humedad y fendmenos de estratificacion inestable, lo que puede
generar anisotropias opticas; es decir, la desviacion no necesariamente es uniforme en todos los acimuts,
dificultando la obtencion de una referencia horizontal estable.

Desde el punto de vista metroldgico, la refraccion atmosférica constituye el principal factor fisico
limitante de la exactitud en observaciones a baja altura. Aun disponiendo de sensores con elevada
resolucion angular, la incertidumbre asociada a la estructura vertical real de la atmosfera establece un
umbral de error dificilmente reducible sin modelos avanzados o sin informacion meteorologica
detallada. Esta limitacion adquiere especial relevancia en escenarios donde los sistemas satelitales de
navegacion global puedan verse degradados o denegados, ya que la navegacion astronoOmica representa
una alternativa auténoma e independiente de infraestructuras externas. Para que dicha alternativa cumpla
con los estandares actuales de precision (especialmente en configuraciones integradas con sistemas
inerciales) resulta imprescindible contar con algoritmos de correccion capaces de modelizar de manera
robusta la refraccion y mitigar su variabilidad.

En consecuencia, la modelizacion rigurosa de la refraccion atmosférica no solo es un requisito técnico
para la correcta reduccion de observaciones astrondomicas, sino también un elemento estratégico en el
disefio de sistemas de navegacion resilientes, donde la integracion astroinercial exige coherencia fisica,
estabilidad numérica y una caracterizacion realista de las incertidumbres atmosféricas. [47]
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3 DESARROLLO DEL TFG

3.1 Planteamiento del problema

Dado que el modelo del Almanaque Nautico es el modelo operativo estandar, pero esté calibrado
para condiciones atmosféricas medias, ;en qué condiciones meteoroldgicas extremas (combinaciones de
P y T) su error deja de ser tolerable para una navegacion que requiera precision? ;Proporciona el modelo
de Bennett una mejora suficientemente significativa en esas condiciones como para justificar su mayor
complejidad operativa? ;jProporciona una robustez significativa el modelo operativo del Almanaque
Nautico respecto a un modelo mas simple como es el modelo de Cassini? Estas cuestiones concentran
el dilema esencial del presente Trabajo de Fin de Grado: evaluar de manera cuantitativay rigurosa la
robustez del modelo operativo del Almanaque Nautico frente a variaciones meteoroldgicas realistas.
Aunque constituye el estandar institucional en navegacion astrondmica, su formulacion empirica
incorpora implicitamente condiciones atmosféricas medias, sin incluir correcciones explicitas por
presiéon y temperatura, aceptando un error sistemdatico a cambio no de no requerir instrumentacion
meteoroldgica. Sin embargo, en escenarios reales de navegacion, existen variables meteoroldgicas que
pueden alejarse significativamente de los valores de referencia.

3.1.1 Delimitacion del Alcance

Con el objetivo de responder de manera precisa a las cuestiones planteadas, es necesario delimitar
con claridad el alcance del presente estudio. La refraccion atmosférica puede modelizarse con distintos
grados de complejidad fisica, incorporando efectos como la curvatura terrestre, perfiles atmosféricos
reales con inversiones térmicas o variaciones detalladas de humedad. Sin embargo, el propdsito de este
Trabajo de Fin de Grado no es desarrollar el modelo fisico mas completo posible, sino evaluar
comparativamente la validez operativa del Almanaque Nautico frente a modelos alternativos dentro de
un marco meteoroldgico realista y relevante para la navegacion astronomica.

El estudio incluye el andlisis sistematico de la refraccion en el rango de alturas aparentes
comprendido entre 10° y 75°, intervalo que representa de forma mas realista las observaciones utilizadas
en navegacion astronémica. Se excluyen alturas inferiores a 10° debido a que, ademés de no ser
habituales en la practica nautica por el aumento de incertidumbre observacional (por el elevado error
por refraccidn), la aproximacion plano-paralela adoptada en el modelo fisico por capas introduce en ese
rango comportamientos menos representativos de la atmdsferareal. Dentro de este marco, se consideran
variaciones sistematicas de presion y temperaturas en rangos meteorologicamente plausibles,
construyendo un espacio paramétrico tridimensional (presion, temperaturay altura aparente) que permite
evaluar la sensibilidad de cada modelo frente a dichas variables. También se excluyen alturas superiores
a 75° ya que no son frecuentes de observar en la navegacion astrondmica debido a la dificultad de
observarlas con el sextante.
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Asimismo, en el estudio se incluye la implementacion y validacion de cuatro modelos de refraccion,
Cassini, Almanaque Nautico, Bennett y modelo fisico por capas, adoptando este ultimo como referencia
para la cuantificacién rigurosa de errores absolutos. Se contemplael célculo de métricas estadisticas de
error, su analisis en funcion de la altura aparente y de las combinaciones de presion y temperatura, asi
como su traduccion a impacto posicional en millas nauticas. Finalmente, los resultados se contextualizan
en escenarios meteoroldgicos representativos de distintas regiones maritimas, con el objeto de extraer
conclusiones operativas fundamentadas sobre la eleccion del modelo més adecuado en cada caso.

Quedan fuera del alcance del presente estudio aquellos efectos atmosféricos de mayor complejidad
cuya incorporacion requeria un modelo fisico mas avanzado y un tratamiento numérico de mayor
profundidad. En particular, no se incluye la modelizacion explicita de la humedad atmosférica como
variable independiente, limitandose el analisis térmico seco de la refractividad del aire. Si bien el vapor
de agua puede introducir variaciones adicionales en condiciones tropicales extremas, su influencia es
secundaria frente a la presion y la temperatura en el rango visible considerado, por lo que su exclusion
no compromete la validez comparativa del estudio. Igualmente, no se contemplan perfiles atmosféricos
reales con inversiones térmicas intensas ni estructuras verticales complejas que se aparten del perfil
estandar simplificado adoptado.

Del mismo modo, no se implementaun modelo con curvatura terrestre completa para el estudio del
horizonte geométrico, manteniéndose la aproximacion plano-paralela en el modelo por capas de
referencia. Aunque esta simplificacion es plenamente valida en el rango operativo seleccionado (10°-
75°), el andlisis detallado de alturas extremadamente bajas requeriria un tratamiento esférico mas
riguroso. Finalmente, el trabajo no incluye validacion con datos observacionales reales obtenidos a
bordo, centrandose en un estudio comparativo de caracter tedrico-computacional. Estas lineas
constituyen extensiones naturales del presente trabajo y posibles desarrollos para futuros Trabajos Fin
de Grados orientados al a aumentar el realismo fisico del modelo o su integracion en herramientas
operativas de navegacion.

3.1.2 Hipotesis de Trabajo

Antes de obtener y analizar los resultados de la investigacion, en este apartado se pretende
desarrollar las predicciones cualitativas basadas en el conocimiento fisico de los modelos, con el objetivo
de establecer una hipoétesis de trabajo contra lo que contrastar los resultados reales, comprender qué
fendmenos debemos buscar en los datos y proporcionar un marco interpretativo que facilite la validacion
de los resultados cuantitativos.

Se espera que los modelos muestren las siguientes tendencias generales al ser comparados con el
modelo por capas:

e Modelo de Cassini: El comportamiento esperado de este modelo es que presente un error
sistematicamente alto, que se hard mayor al disminuir la altura. Se espera que sea totalmente
inaceptable para alturas menores a 30°.

e Modelo del Almanaque Nautico: De este modelo se espera un comportamiento muy preciso en
condiciones estandar (P = 1013 hPa, T = 10 — 15°C). Se espera un mayor error en condiciones
extremas: subestimara la refraccion en frio y altas presiones y la sobrestimaré en calor y bajas
presiones.

e Modelo de Bennett: Se espera una precision alta y consistente en todo el rango. Es posible que
muestre un mayor error en condiciones meteorologicas muy extremas, pero, en general, se espera
que esté en valores proximos al modelo por capas.

En cuanto a predicciones por tipo de condiciones meteorologicas se pueden encontrar tres
escenarios:

35



PABLO ROBERTO SUAREZ RUIZ

e Escenario 1: Condiciones Estdndar (P =~ 1013 hPa, T = 10°C). Los tres modelos empiricos daran
resultados similares al modelo por capas para altura mayores a 15°. Esta es la zona donde el
Almanaque Nautico fue calibrado y donde, en teoria, deberia rendir mejor.

e Escenario 2: Alta Presion y Baja Temperatura. En este escenario se vera potenciada la refraccion
real. El Almanaque Nautico tendera a subestimar la refraccion, Bennett corregird adecuadamente
este aumento y Cassini lo subestimara enormemente.

e Escenario 3: Baja Presion y Alta Temperatura: En este escenario se reducira la refraccion real. El
Almanaque Nautico sobreestimara la refraccion, Bennett se adaptard mejor a esta disminucion y
Cassini lo sobreestimara enormemente.

3.2 Metodologia y Procedimiento

Para el desarrollo del trabajo y la obtencion de resultados se ha realizado un codigo a través de
programacion en lenguaje Python. Se ha realizado a través de la plataforma Visual Studio Code.

3.2.1 Diserio del Experimento Computacional

Antes de entrar a explicar como funciona y como es el codigo implementado, primero se van a
definir las variables que se van a usar de base en el disefo del cddigo. Empezando por definir las
variables independientes que se van a usar en el estudio, es decir, la alturadel astro (a), la temperatura
(T) y la presién (P):

e Rango de alturas (a): Como se ha mencionado con anteriores apartados el rango de alturas en el
estudiovade 10°a 75°. Concretando se va a realizar un muestreo con las siguientes alturas: 10°, 15°,
30°,45°,60°y 75°

e Rango de temperaturas (T): El rango de temperaturas en el estudio, sin especificar en zonas
geograficas, es el siguiente: -20°C, -10°C, 0°C, 10°C, 20°C, 30°C y 40°C.

e Rango de presiones (P): El rango de presiones en el estudio, sin especificar en zonas geograficas,
es el siguiente: 950 hPa, 970 hPa, 990 hPa, 1013.25 hPa, 1030 hPa y 1050 hPa.

Dentro de la programacion del modelo por capas se va a utilizar una variable, N, que es el nimero
de capas horizontales en la que se discretiza laatmosferay sirve para la aplicacion incremental de la ley
de Snell en cada interfaz. Esta variable, por tanto, constituye un pardmetro puramente numérico que
controla el error de discretizacion: a mayor N, mejor aproximacion de la suma discreta a la integral
continua que describe el fenomeno fisico. En este trabajo se ha adoptado N =150 como valor de
compromiso entre precision y eficiencia computacional. Este numero se sitia en un rango
suficientemente alto como para garantizar la convergencia practica del modelo en el intervalo de alturas
considerado (10°-75°), reduciendo el error numérico a un nivel despreciable frente a las diferencias que
se pretenden analizar entre los modelos empiricos y el modelo de referencia. Al mismo tiempo, permite
ejecutar el conjunto completo de simulaciones sin incurrir en un coste computacional innecesario,
asegurando estabilidad numérica y consistencia en los resultados.

3.2.2 Implementacion

La implementacion de los modelos de refraccion atmosférica se ha realizado en el entorno de
programacion Python, elegido por su amplia implantacion en el ambito cientifico y por la integracion
que ofrece entre calculo numérica, andlisis de datos y visualizacion grafica. Esta eleccion permite
desarrollar de forma estructurada tanto la parte algoritmica del modelo por capas como la comparacién
sistematica con los modelos empiricos.

Para el tratamiento numérico se ha utilizado la libreria Numpy, que facilita operaciones vectorizadas
y una gestion eficiente de arrays, especialmente util en la generacion del espacio paramétrico de alturas
aparentes, temperaturas y presiones. La organizacion y almacenamiento de los resultados se ha llevado
a cabo mediante pandas, empleando estructuras tipo DataFrame que permiten manejar de forma clara
las distintas combinaciones simuladas y calcular métricas de error de manera directa. La representacion
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gréafica de los resultados se ha realizado con matplotliby seaborn, herramientas que permiten visualizar
tanto tendencias globales como comportamientos locales mediante graficas comparativas, diagramas de
distribucion y mapas de calor. Asimismo, se han incorporado comprobaciones basicas de estabilidad
numérica y coherencia de unidades para garantizar la fiabilidad de los resultados obtenidos.

Definido el entorno de programacion, el codigo se ha estructurado de forma modular para separar
claramente las distintas fases de analisis: definicion del espacio paramétrico, implementacion de los
modelos de refraccion, célculo de errores y generacion de calculos estadisticos y graficos. Esta
organizacion permite mantener una trazabilidad clara entre la formulacion tedrica de cada modelo y su
evaluacion numérica posterior.

En primer lugar, se definen los vectores de entrada correspondientes a las alturas aparentes,
temperaturas y presiones consideradas, utilizando la funcion np.array de la libreria NumPy (Figura 3-1).
Esta funcion permite crear estructuras tipo array homogéneas y vectorizadas, optimizando el célculo
numérico eficiente. A diferenciade las listas estandar de Python, los arrays de NumPy permiten realizar
operaciones matematicas de elemento a elemento de forma directa y con mayor rendimiento
computacional, lo que es especialmente relevante en un estudio basado en la evaluacion sistematica de
multiples combinaciones paramétricas. La utilizacion de np.array garantiza, ademas, coherencia en el
tipo de datos y facilita la posterior aplicacion de funciones trigonométricas y operaciones algebraicas
propias de los modelos de refraccion.

np.array([1e, 15, 30, 45, 60, 75])

np. array([-2e, -1, @, 1@, 20, 30, 490])
np.array([95@, 978, 99@, 1013.25, 1030, 1050])

Figura 3-1 Parte del cédigo de Python donde se definen las variables de altura aparente, temperatura y presion
(autoria propia)

Una vez definidos los vectores de entrada, se construye el espacio paramétrico tridimensional
mediante la funciéon np.meshgrid(a, T, P, indexing="1j’). Esta funcion genera el producto cartesiano de
los tres vectores de entrada, produciendo matrices tridimensionales que contienen todas las
combinaciones posibles de altura aparente, temperatura y presion. El pardmetro “indexing=’ij"”
garantiza una correspondencia directa con la notacion matricial clasica, manteniendo el orden 16gico de
las variables de altura aparente (a), temperatura (T) y presion (P) en la estructura generada. De este
modo, se obtiene una representacion estructurada del dominio completo de simulacion.

Posteriormente, las matrices resultantes se transforman en vectores unidimensionales mediante el
método flatten(). Este proceso de aplanamiento convierte cada matriz tridimensional en un nico vector,
lo que permite asociar cada combinacién (a, T, P) a una fila individual dentro del DataFrame. Esta
transformacion resulta necesaria para organizar los datos en formato tabular y facilitar tanto el calculo
sistematico de los modelos como el posterior analisis estadistico y grafico. En términos metodologic os,
este paso permite pasar de una representacion geométrica del espacio de parametros a una estructura
orientada al analisis comparativo.

A partir de los vectores aplanados generados previamente, se construye una estructura de datos tipo
DataFrame mediante la funcion pd.DataFrame(). Esta estructura permite organizar cada combinacion
unica de altura aparente, temperatura y presion como una fila independiente dentro de una tabla
estructurada. De este modo, el espacio paramétrico tridimensional queda transformado en un formato
tabular que facilita el célculo sisteméatico de los modelos como el analisis posterior de resultados.
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En el momento de la creacion del DataFrame (Figura3-2), ademas de las columnas correspondientes
a las variables de entrada, denominadas “a grados” (altura aparente), “T C” (temperatura)y “P_hPa”,
se inicializan columnas adicionales destinadas a almacenar los valores de refraccion calculados por cada
modelo: “Rcapa” para el modelo por capas, “Rcassini” para el modelo de Cassini, “Ran” para el modelo
del Almanaque Nautico y “Rbennett” para el modelo de Bennett. También se inicializan columnas para
sus respectivos errores absolutos respecto al modelo por capas: “Err_cassini” para el error del modelo
de Cassini, “Err_bennett” para el error del modelo de Bennett y “Err_an” para el error del modelo del
Almanaque Nautico. Estas columnas se inicializan con el valor np.nan lo que permite reservar el espacio
en la estructura de datos antes de realizar los calculos y garantiza coherencia en el tipo de dato numérico.
Desde el punto de vista metodoldgico, esta estrategia favorece una organizacion clara del flujo de
trabajo: primero se define la estructura completa del experimento numérico y posteriormente se rellenan
los resultados, manteniendo la trazabilidad entre variables de entrada y métricas de salida.

a grados T C P hPa Rcapa Rcassini Ran Rbennett Err cassini Err_an Err_bennett

19 -20 .80 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN

19 -20 .89 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN

19 -20 .00 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN

19 -20 .25  NaN NaN NaN NaN NaN Nal Nal

16 -20 .00 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
10 -20 50.00 NaN NaN NaM NaN NaN NaN NaN
186 -10 50.008 NaN NaN NaM NaN NaN Nal Nal
16 -1© .00 NaN NaN NaM NaN NaN Nal Nal
16 -10 .06 NaN NaN NaN NaN NaN Nal NaN

Figura 3-2 Parte de la ejecucion del DataFrame con los espacios reservados para los datos todavia no calculados
(autoria propia)

Una vez definida la estructura que almacenard las combinaciones de entrada y los resultados
asociados, se procede a la implementacion de los modelos de refraccion atmosférica objeto de estudio.
Cada modelo se define como una funcién independiente, lo que permite reproducir de manera directa su
formulacion matematica y aplicar posteriormente el mismo conjunto de condiciones iniciales a todos
ellos. Esta organizacion facilita la comparacion sistematica entre modelos bajo un marco comun.

El primero de los modelos implementados es el modelo de Cassini. Su formulacion responde a la
expresionde R = k X cot(a), donde la refraccion es proporcional a la cotangente de la altura aparente.
En el codigo, la funcion recibe la altura en grados y, en primer lugar, realiza la conversion a radianes
mediante np.deg2rad, dado que las funciones trigonométricas de NumPy trabajan en radianes.
Posteriormente se calcula la cotangente como el inverso de la tangente y se aplica el coeficiente numérico
correspondiente. El resultado se obtiene inicialmente en segundos de arco y se convierte finalmente a
minutos de arco para mantener la coherencia de unidades con el resto de los modelos analizados.

El siguiente modelo incorporado al estudio es el utilizado en el Almanaque Nautico espafiol. A
diferencia del modelo de Cassini, que establece una relacion lineal con la cotangente de la altura
aparente, esta formulacion introduce un término corrector adicional que mejora la aproximacion
empirica del fenomeno de la refraccion, especialmente en el rango de alturas mas sensible desde el punto
de vista nautico.

Desde el punto de vista computacional, la implementacion sigue una estructura parecida al anterior
modelo. La altura aparente se convierte inicialmente de grados a radianes para garantizar la correcta
aplicacion de las funciones trigonométricas, tras la cual se calcula la cotangente. Sobre esta magnitud se
aplica la expresion empirica completa (Ecuacion 2-11, que combina un término proporcional a cot(a)
con un término cubico en cot(a), responsable de refinar el ajuste respecto al modelo lineal. Finalmente,
el resultado en segundos de arco se transforma a minutos de arco, manteniendo la coherencia de unidades
en todo el andlisis comparativo.

38



ANALISIS COMPARATIVO DE MODELOS DE REFRACCION ASTRONOMICA Y SU
IMPACTO EN LA PRECISION DE LA NAVEGACION ASTRONOMICA

El siguiente modelo incorporado al anélisis es el modelo de Bennett, que supone un incremento en
complejidad respecto a los anteriores al introducir explicitamente la presion y la temperatura como
variables de célculo. Mientras que los modelos de Cassini y del Almanaque Nautico dependen
unicamente de la altura aparente, esta formulacion permite adoptar la refracciéon a condiciones
meteoroldgicas especificas. La expresion de la refraccion, segun el modelo de Bennett, viene dada por
la Ecuacién 2-12.

En la implementacion, la funcion recibe como argumentos precisamente estas tres magnitudes. En

7.31

a+4.4’
que mejora el ajuste del modelo en alturas bajas. A continuacion, el dangulo corregido se convierte a

radianes para permitir el uso de las funciones trigonométricas de NumPy y se calculala refraccion como
el inverso de la tangente. Finalmente, se introduce el factor de correccion meteorologica, que escala el
resultado en funcién de la presidon y temperatura relativas a condiciones estandar. De este modo, el
modelo combina una formulacion algebraicamente sencilla con una capacidad de adaptacion
meteoroldgica que lo diferencia claramente de los modelos anteriores.

primer lugar, se aplica la correccion empirica sobre la altura aparente a, incorporando el término

El ultimo modelo implementado es el modelo fisico por capas, que constituye la referencia del
estudio. A diferencia de los modelos anteriores, basados en formulaciones empiricas cerradas, este
enfoque reproduce el fendémeno de la refraccion a partir de una discretizacion vertical de la atmodsferay
de la aplicacion sucesiva de la ley de Snell en cada interfaz. Conceptualmente, se aproxima la integral
continua de la refraccion mediante la suma acumulada de pequefios cambios angulares producidos en
capas atmosféricas de espesor finito.

La funcién recibe como parametros la altura aparente, la presion y temperatura en superficie, asi
como el nimero de capas (N), la altura maxima considerada y el gradiente térmico. Su funcionamiento
se organiza en cuatro bloques principales: validacion de entradas, construccion de perfil atmosférico,
calculo de indice de refraccidony trazado de rayos por capas. En primer lugar, se definen las constantes
fisicas necesarias (aceleracion de la gravedad, masa molar del aire y constante universal de los gases),
que permiten construir el perfil atmosférico bajo la hipotesis de gradiente térmico constante y se
comprueba que los parametros de entrada sean fisicamente coherentes (por ejemplo, que presion,
temperatura, nimero de capas y altura maxima tengan valores maximos).

A continuacion, se define una malla vertical desde el nivel del mar hasta una altura maxima, dividida
en un numero finito de capas iguales. Sobre esa malla se calcula un perfil simplificado de temperatura
decreciente con la alturay, a partir de €l, un perfil de presiéon compatible con dicha variacion térmica.
Con estos perfiles se obtiene, para cada nivel de la atmosfera, la refractividad del aire y el
correspondiente indice de refraccion, que sera ligeramente mayor cerca de la superficiey tenderda uno
al aumentar la altura.

Una vez definida la atmosfera discretizada, el algoritmo convierte la altura aparente en angulo
cenital inicial y simulael recorrido del rayo aplicando sucesivamente la ley de Snell al pasar de una capa
a la siguiente: en cada interfaz se calcula el nuevo angulo de propagacion y se acumula la pequefia
desviacion angular introducida por el cambio de indice de refraccién. La suma de todas estas
desviaciones proporciona la refraccion total, que finalmente se convierte a minutos de arco para
mantener la coherencia de unidades con el resto de los modelos. Ademas, el algoritmo incorpora un
control de estabilidad numérica para evitar errores en la evaluacion trigonométrica cuando el argumento
se aproxima a los limites matematicos, de forma que el resultado sea robusto en todo el rango de alturas
analizado.

Una vez generado el Dataframe con todas las combinaciones (a,T,P), se calculan de forma
sistematica los valores de refraccion para cada modelo y se almacenan en nuevas columnas. Para los
modelos cuya salida dependen Unicamente de la altura aparente (Cassini y Almanaque Nautico), el
calculo se realizada de manera vectorizada: se toma la columna de alturas del DataFrame y se evalua el
modelo para todos los casos en una sola operacion, lo que mejora la eficiencia y asegura que cada
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combinacion conserve su correspondencia directa con los resultados obtenidos. En el caso del modelo
de Bennett, al depender de la presion y la temperatura, el procedimiento es andlogo, pero utilizando
simultdneamente las tres columnas de entrada, generando asi la refraccion corregida para cada fila del
conjunto de datos.

El modelo por capas, por su mayor complejidad interna y su caracter iterativo (discretizacion vertical
y aplicacion sucesiva de la ley de Snell), se evaltia de forma individual para cada combinacion de
parametros. Por ello, el calculo se realiza recorriendo las filas del DataFrame y aplicando el modelo a
cada trio (a, P,T), almacenando el resultado en la columna correspondiente. Esta distincion entre
evaluacion vectorizada para modelos algebraicos simples y evaluacion fila a fila para el modelo fisico-
numérico permite mantener un equilibrio entre rendimiento computacional y fidelidad en la
implementacion, garantizando que todos los modelos queden evaluados sobre exactamente el mismo
espacio paramétrico.

Una vez obtenidos los valores de refraccion para cada modelo, el siguiente paso consiste en
cuantificar sudesviacion respecto al modelo por capas, que actua como referencia del estudio. Para cada
combinacion de altura aparente, presion y temperatura, se calcula el error absoluto como la diferencia
en valor absoluto entre la refraccion proporcionada por el modelo empirico y la calculada mediante el
modelo fisico por capas. Esta operacion se realiza de manera directa sobre las columnas del DataFrame,
generando nuevas columnas que almacenan los errores correspondientes a cada modelo.

La utilizacion del valor absoluto responde a un criterio metodolégico claro: el objetivo no es analizar
si un modelo sobreestima o infraestima sistematicamente la refraccion, sino medir la magnitud de la
desviacion respecto a la referencia fisica. De este modo, el error se interpreta como una medida de
precision, independiente del signo de la diferencia.

3.2.3 Procedimiento de Analisis

Una vez calculados los valores de refracciony sus errores asociados para cada modelo, el siguiente
paso consiste en organizar y analizar los datos con el objetivo de extraer conclusiones comparativas
solidas. En este subapartado se describe como se estructuran los resultados y qué criterios se emplean
para interpretar el comportamiento de los modelos. El andlisis se centra en identificar patrones de error,
evaluar la influencia de las condiciones meteorologicas y determinar en qué escenarios cada modelo
ofrece un mejor rendimiento.

3.2.3.1 Tablas

Para presentar los resultados obtenidos y facilitar la interpretacion de estos, se agrupan en diferentes
modelos de tablas cuyo objetivo no es otro que obtener una vision global del estudio. En este subapartado
no se pretende interpretar ni analizar las tablas, esa labor se realiza en el bloque de Resultados / Validacion

e Tablas de valores de refracciony errores absolutos agrupados por altura aparente (Figura 3-3): Con
el fin de facilitar la comparacion, los resultados se agrupan en subconjuntos correspondientes a cada
altura aparente analizada. Es decir, para cada valor fijo de altura se retinen todas las combinaciones
de presion y temperatura asociadas, generando tablas independientes que permiten estudiar como
varia el error dentro de un mismo contexto de altura aparente. Esta estrategia responde a un criterio
fisico: la sensibilidad de larefraccion no es uniforme en todo el rango de alturas, siendo mas acusada
en alturas bajas y progresivamente menor a medida que el astro se aproxima al cenit. Analizar cada
altura por separado permite, por tanto, aislar el efecto meteoroldgico sin mezclarlo con la influencia
geométrica.

Ademas, dentro de cada grupo de altura, los datos se ordenan seglin presion y temperatura con
el fin de facilitar la comparacion directa entre condiciones atmosféricas. Esta organizacion
sistemdtica permite observar tendencias coherentes, detectar posibles extremos de error y preparar
la informacion para los analisis estadisticos y graficos desarrollados posteriormente. En resumen,
este procedimiento transforma el conjunto bruto de los resultados en una estructura analitica que

permite responder de manera més rigurosa a la pregunta central del trabajo.
40



ANALISIS COMPARATIVO DE MODELOS DE REFRACCION ASTRONOMICA Y SU
IMPACTO EN LA PRECISION DE LA NAVEGACION ASTRONOMICA

TABLA PARA a = 30° (filas: 42)

apgrados T C P _hPa Rcapa Rcassini Ran Rbennett Err_cassini Err_an Err_bennett
30 -20 950.00 1.731412 .682976 1.677018 800920 818436 0.854394 069508
30 -20 970.6@ 1.767879 .682976 1.677018 838834 284903 0.890361 878955
30 -20 990.00 1.884346 .682976 1.677018 876748 121378 ©.127329 872401
30 -20 1€13.25 1.846741 .682976 1.677018 920823 163765 0.169723 074882
30 -20 1030.60 1.877284 -682976 1.677018 952576 194388 ©.208266 875292
30 -20 1e50.ee 1.913754 1.682976 1.677018 990490 238777 ©.236736 @76737
30 -19 950.60 1.663463 -682976 1.677018 732483 019513 0.6813555 069620
30 -10 970.00 1.698198 .682976 1.677018 768956 015522 9.821180 078458
30 -1@ 999.e@ 1.733534 1.682976 1.677018 885429 256558 0.856516 871895
30 1013.25 1.774264 1.682976 1.677918 847830 891288 0.097246 873566
30 -10 1e30.ee 1.8e3608 .682976 1.677018 878376 120632 ©.126590 074768
30 -19 18509.60 1.838645 -682976 1.677018 914849 155669 ©.161628 876284
30 0 950.00 1.599834 1.682976 1.677018 66957 983142 0.977183 069222
30 @ 970.8@ 1.633529 .682976 1.677018 784195 249447 8.843489 878666
30 ® 990.00 1.667224 1.682976 1.677018 FEEEE] 815752 9.089794 872109
30 @ 1@13.25 1.7@6395 .682976 1.677018 780181 923419 0.829378 873785
30 2 1030.60 1.734616 -682976 1.677018 889689 051648 0.857598 874993
30 0 1e50.00 1.768313 .682976 1.677018 844747 985337 9.891295 876434
30 10 950.8e 1.540846 .682976 1.677018 616111 142930 0.136972 a7ee65
30 19 979.00 1.572481 .682976 1.677018 644008 118495 8.184537 871527
30 990.00 1.6e4916 .682976 1.677018 677905 @78e60 0.972102 872989
30 18 1813.25 642623 -682976 1.677018 717310 840353 0.834395 874687
.682976 1.677018
.682976 1.677018

30 10 1030.00
30 10 1050.00
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Figura 3-3 Parte de la tabla de representacion de los resultados de refracciény error de refracciéon para una altura

aparente de 30° en el terminal de Visual Studio Code (autoria propia)

Tras la organizacion de los datos por alturas aparentes, se realiza un andlisis estadistico global con

el objetivo de obtener una vision sintética del comportamiento de cada modelo en el conjunto completo
de simulaciones.

Tablas de media, mediana, valor maximo y minimo del error absoluto (Figura 3-4): Se calculan
medidas descriptivas basicas del error absoluto: media, mediana, valor maximo y valor minimo
(considerando todas las combinaciones de altura, presion y temperatura). Estas métricas permiten
cuantificar, de forma agregada, el nivel medio de desviacioén de cada modelo respecto al modelo por
capas y, al mismo tiempo, identificar posibles situaciones extremas en las que el error alcanza
valores elevados.

La media proporciona una estimacion del error tipico esperado, mientras que la mediana permite
evaluar la estabilidad del modelo frente a posibles valores atipicos. El error maximo resulta
especialmente relevante desde el punto de vista operativo, ya que indica el peor escenario dentro del
dominio analizado y, por tanto, el limite superior de la desviacion esperable. Este conjunto de
indicadores ofrece una primera comparacion objetiva entre modelos antes de entrar en analisis mas
detallados.

RESUMEN GLOBAL DE ERRORES (min de arco)

Err_cassini Err_an Err_bennett
mean ©.1529841 ©.146885 9.046421

median 0.976547 ©.074621 8.043887
max 0.976397 ©.988965 8.115715
min 0.002146 ©.002898 8.065089

Figura 3-4 Tabla de media, mediana, valor maximo y minimo del error absoluto en el terminal de Visual Studio
Code (autoria propia)

Tabla de media, mediana, valor médximo y minimo del error absoluto por caso particular de altura
aparente (Figura 3-5): Ademads del resumen global, se calcula un resumen especifico por altura
aparente. En este caso, para cada valor de altura se determinan métricas como el error medio y el
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error maximo considerando todas las combinaciones de presion y temperatura asociadas. Este
analisis permite evaluar como evoluciona la precision de cada modelo en funcion de la geometria
de observacion. Dado que la sensibilidad de la refraccion es mayor en alturas bajas, esta degradacion
resulta fundamental para interpretar correctamente los resultados y detectar en qué rangos de altura

pueden aparecer diferencias mas significativas entre modelos.
ERRORES POR ALTURA APARENTE

Err_cassini Err_an Err_bennett
mean max mean - mean max
a_grados
10 . 399504 .976397 0.377554 - ; .024334 .BA6756
. 264249 648877 0.251745 - JEY .092650 115715
.123013 .302898 ©.121310 . 29€ .874968 .B83785
.871061 175863 0.970714 - 3 .BA6875 .851760
.041035 .101188 ©.848957 - b 027447 .030207
. 019046 046931 ©.019832 . B¢ 012254 013561

Figura 3-5 Tabla de media, mediana, valor maximo y minimo del error absoluto por caso particular de altura
aparente en el terminal de Visual Studio Code (autoria propia)

e Tabla de mejor modelo por combinacién (Figura 3-6): Ademas de las métricas estadisticas globales
y por altura, se establece un procedimiento para identificar el modelo que presenta la menor
desviacion en cada combinacion concreta de altura aparente, presion y temperatura. Para cada trio
de condiciones se comparan los errores absolutos de los modelos empiricosy se determina cual de
ellos ofrece la aproximacion mas proxima al modelo por capas. Este analisis permite clasificar cada
escenario en funcion del modelo mas preciso, generando asi una variable categoérica que resume el
rendimiento relativo bajo condiciones especificas.

De estamanera, se cuantifica la frecuencia con la que cada modelo resulta el mas preciso dentro
del dominio completo analizado. Esta estrategia permite completar el analisis basado en magnitudes
promedio con una evaluacién de dominancia relativa, es decir, determinar si existe un modelo
consistentemente superior o si su rendimiento depende de manera significativa de las condiciones

geomeétricas y meteorologicas.
NUMERO DE CASOS EN LOS QUE CADA MODELO ES MEJOR

Best model

Err_bennett 187
Err_an
Err cassini

Figura 3-6 Tabla de mejor modelo por combinacién en el terminal de Visual Studio Code (autoria propia)

e Tabla de estudio geografico basado en la climatologia de las areas maritimas (ejemplo de una parte
de esta en Tabla 3-1): Hasta este punto, el analisis se ha centrado en estudiar el comportamiento de
los modelos de refraccion utilizando combinaciones controladas de presion, temperatura y altura
aparente. Este enfoque permite entender con claridad como responden los modelos cuando se
modifican de forma sistematica las variables meteoroldgicas y poder comprobar su rendimiento
operativo bajo condiciones atmosféricas mas realistas.

Con este propdsito se incorpora un estudio adicional basado en climatologiasrepresentativas de
distintas zonas maritimas que presentan un interés nacional para Espana. A diferencia de los bloques
anteriores, en los que las combinaciones de presion y temperatura se definian de forma paramétrica,
en este caso se emplean un ciimulo de datos meteoroldgicos observados. En concreto, se utilizan
series mensuales de presion atmosféricay temperatura del aire obtenidas del servicio estadounidense
NASA POWER para puntos representativos de varias regiones oceanicas. Estas series comienzan
en 1981 y van hasta el afio 2025 y permiten aproximar las condiciones meteorologicas tipicas de
cada zona.[50]
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El primer paso consiste en cargar los datos meteorologicos de cada zona a partir de los archivos
JSON generados desde NASA POWER. En estos archivos se incluyen los valores mensuales de
presion en superficie y latemperatura a dos metros del nivel del mar, junto con la referencia temporal
de cada observacion. Se trata de una base de datos climatica organizada que servira como punto de
partida para evaluar el comportamiento de los modelos en cada una de las areas de interés.

Una vez obtenido los datos climatologicos, el siguiente paso consiste en evaluar los modelos de
refraccion bajo esas condiciones atmosféricasreales. Para ello, cada observacion mensual de presion
y temperatura se combina con el conjunto de alturas aparentes consideradas en el estudio. De esta
forma se generan distintas situaciones de observacion que reflejan como podrian variar las
condiciones meteorologicas a lo largo del tiempo en cada zona.

Para cada una de estas combinaciones se calcula larefraccion utilizando los modelos de Cassini,
Almanaque Nautico y Bennett, asi como el modelo por capas que se emplea como referencia. A
partir de estos valores se obtiene el error absoluto de cada modelo empirico respecto al modelo de
referencia. Todos los datos se almacenan en una tabla que recoge la zona geografica, la fecha de
observacion, la altura considerada y los errores correspondientes a cada modelo.

Con la base de datos generada, se realiza un resumen estadistico que permite comparar el
comportamiento de los modelos en cada zona. Para ello, los resultados se agrupan por zona maritima
y por altura aparente, y dentro de cada grupo se calculan distintos indicadores del error, como el
valor medio, la mediana, el percentil 95 y el error maximo. Este conjunto de datos permite analizar
no solo el error tipico de cada modelo, sino también su comportamiento en situaciones mas
exigentes. Ademas, se identifican los modelos que representan el menor error medio y el menor
percentil 95 en cada combinacidn de zona y altura, lo que facilita la comparacion entre ellos.

Ademas de identificar el modelo que presenta menor error, también resulta interesante valorar
si esa ventaja es realmente significativa desde el punto de vista practico. Para ello se introduce un
criterio adicional basado en un umbral de mejora. En cada conjunto de resultados se compara el
error del modelo mas preciso con el del segundo mejor modelo, y se calculala fraccion de casos en
los que esa diferencia supera un determinado valor. En este estudio se utiliza un umbral de 0.1
minutos de arco, lo que permite distinguir entre mejoras marginales y diferencias que pueden
considerarse relevantes en un contexto operativo.

Finalmente, el procedimiento se aplicaa todas las zonas maritimas consideradas. Los resultados
de cada zona se integran en una base de datos comun que permite comparar el comportamiento de
los modelos en distintos entornos meteorologicos.

Zona | Altura | E.med.C.(‘| E.max.C | E.med.AN(‘| E.max.AN | E.med.B(‘| E.max.B(‘ ganador
(9) ) () ) (‘) ) ) media
Artico 10 0,2663 0,6309 0,4700 0,8346 0,0310 0,0472 Bennett
Artico 15 0,1649 0,4035 0,2232 0,4618 0,0840 0,0876 Bennett
Artico 30 0,0737 0,1841 0,0797 0,1900 0,0735 0,0751 Bennett
Artico 45 0,0423 0,1059 0,0435 0,1071 0,0463 0,0475 Cassini
Artico 60 0,0243 0,0611 0,0246 0,0614 0,0272 0,0278 Cassini
Artico 75 0,0113 0,0283 0,0113 0,0284 0,0121 0,0124 Cassini

Tabla 3-1 Ejemplo de parte de la Tabla de estudio por zonas geograficas correspondiente al Artico (autoria propia)

e Tablas de error de posicionamiento del observador por modelos de refraccion por geometria ideal
(ejemplo en Tabla 3-2): Con el objetivo de evaluar el impacto de los distintos modelos de refraccion
en el calculo de la posicion, se ha desarrollado un bloque especifico dentro de la implementacion
que permite simular el proceso completo de obtencién de una posicion astrondmica a partir de la
observacion de tres astros. Los resultados de este proceso se muestran directamente en el terminal
durante la ejecucion del programa, organizados en tablas diferenciadas para cada modelo de
refraccion.
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El procedimiento comienza definiendo una configuracion de observacion correspondiente a una
geometriaideal, en la que se seleccionan tres astros cuyas direcciones (acimuts) y alturas aparentes
estan distribuidas de forma que las rectas de altura se corten con buena interseccion, garantizando
asi una solucidon geométricamente estable. A partir de esta configuracion, se toma como referencia
una posicion real conocida y se simula el proceso de observacion astrondmica.

Sobre estas observaciones, el codigo aplica los distintos modelos de refraccion implementados
en el trabajo. Cada modelo introduce una correccion diferente en la altura aparente de los astros, lo
que se traduce en un pequeiio error angular en cada una de las tres observaciones. Estos errores
angulares no se analizan de forma aislada, sino que se incorporan directamente al proceso de
resolucion de problemas de posicionamiento.

Sobre estas observaciones, el cddigo aplica los distintos modelos de refracciéon implementados
en el trabajo. Cada modelo introduce una correccion diferente en la altura aparente de los astros, lo
que se traduce en un pequefio error angular en cada una de las tres observaciones. Estos errores
angulares no se analizan de forma aislada, sino que se incorporan directamente al proceso de
resolucion del problema de posicionamiento.

A continuacidn, el programa construye las correspondientes rectas de altura para cada astro,
teniendo en cuenta los errores introducidos por el modelo de refraccion. La interseccion de estas
rectas permite estimar una posicion calculada, que en general no coincide exactamente con la
posicion real debido a dichas perturbaciones. Este proceso reproduce de forma simplificada el
denominado triangulo de posicion en navegacion astronémica.

Una vez obtenida la posicion estimada, se calcula el error de posicionamiento como la distancia
entre la posicion real y la calculada expresada en millas nduticas. De forma adicional, se evalua la
estabilidad geométrica del problema mediante el nimero de condicion, que permite cuantificar como
se amplifican los errores en las observaciones al trasladarse al resultado final. Junto a este indicador
aparece la columna de rango, este valor indica el nimero de direcciones independientes aportadas
por las rectas de altura. Todo este conjunto de magnitudes se organiza en una tabla que en caso de
que el usuario lo estime oportuno se puede mostrar en el terminal.

La salida se presenta en bloques independientes para cada modelo (Cassini, Almanaque
Nautico), manteniendo constante la geometria de observacion. De este modo, cualquier diferencia
observada en el resultado final es atribuible exclusivamente al modelo de refraccion empleado. En
cada bloque se recogen tanto los parametros geométricos de la observacion como los errores
angulares introducidos y la posicion resultante, permitiendo seguir de forma completala cadena de
propagacion del error desde la medida angular hasta la posicion final.

Este enfoque resulta especialmente relevante ya que pone de manifiesto que pequefias
discrepancias en la correcciéon de la refraccion, que a nivel angular pueden parecer poco
significativas, pueden traducirse en diferencias apreciables en el posicionamiento cuando se resuelve
el sistema geométrico. En el caso de la geometria ideal, estas diferencias se mantienen contenidas
debido a labuena disposicion de los astros, lo que permite evaluar de forma clara el comportamiento
intrinseco de cada modelo sin la influencia de una mala configuracion geométrica.

Modelo | a1 (2) |z1(2)| E1() |a2(2)|Zz2(2)| E2() |a3(2)|Z3(2)| E3 ()
Cassini | 15 | O |0,0816| 30 | 120 |0,0404| 45 | 240 |0,0236
AN 15 | o [0,0233| 30 | 120 |0,0344| 45 | 240 |0,0223

Bennett | 15 0 |0,0915| 30 120 (0,0747| 45 240 | 0,0467
Tabla 3-2 Ejemplo de tabla de observaciones y correcciones de geometria ideal (autoria propia)

e Tablas de error de posicionamiento del observador por modelos de refraccion por geometria
deficiente (ejemplo de una de las tablas en Tabla 3-3): De forma anéloga al caso anterior, se ha
implementado un segundo bloque de resultados correspondiente a una geometria deficiente de
observacion, cuya salida se presenta igualmente en el terminal mediante tablas estructuradas por
modelo. El procedimiento de célculo es idéntico al descrito para la geometriaideal, por lo que no se
reiteran aqui los detalles de implementacion.
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La diferencia fundamental reside en la configuracion geométrica de los astros considerados. En
este caso, las alturas aparentes y, especialmente, los acimuts se seleccionan de manera que las rectas
de altura presenten una interseccidon poco favorable, bien por ser casi paralelas o por cortarse con
angulos muy agudos. Esta situacion reproduce escenarios reales en los que la eleccion de astros no
es optima, ya sea por limitaciones operativas, condiciones de visibilidad o disponibilidad de cuerpos
celestes.

La inclusion de este caso resulta de gran interés, ya que permite analizar cdmo una misma
calidad en la correccion de la refraccion puede dar lugar a errores de posicionamiento
significativamente distintos en funcion de la geometria. En particular, una geometria deficiente
tiende a amplificar los errores angulares, lo que se traduce en mayores discrepancias en la posicion
estimada, incluso cuando las diferencias entre modelos de refraccion son relativamente pequenas.

Desde un punto de vista operativo, este analisis es especialmente relevante, ya que pone de
manifiesto que la precision final del posicionamiento no depende Unicamente del modelo de
refraccion empleado, sino también de la calidad de la configuracion geométrica de la observacion.

Modelo | a1(°)|Z1(°)| E1(") |a2(°)|{Z2(°)| E2(") |a3(°)|Z3(°)| E3(")
Cassini | 15 0 [0.0816| 30 10 |0.0404 | 45 20 |0.0236
AN 15 0 |0.0233| 30 10 |0.0344| 45 20 |[0.0223
Bennett | 15 0 |0.0915| 30 10 |0.0747| 45 20 |0.0467
Tabla 3-3 Ejemplo de tabla de observaciones y correcciones de geometria deficiente (autoria propia)

3.2.3.2 Grdficas y representaciones

Con el fin de completar el analisis estadistico descrito anteriormente, se establece un procedimiento

de representacion grafica orientado a facilitar la interpretacion comparativa de los modelos. Dado que el
estudio involucra multiples combinaciones de altura aparente, presion y temperatura, la visualizacion de
los resultados constituye una herramienta fundamental para identificar tendencias, patrones de
sensibilidad y posibles zonas de divergencia entre formulaciones.

Las graficas generadas no se interpretan en este subapartado, sino que su analisis forma parte del

bloque de resultados y discusion. En esta seccion se describe tinicamente el criterio seguido para su
construccion y el objetivo analitico que persiguen. Este enfoque grafico complementa las métricas
numéricas previamente definidas, proporcionando una perspectiva mas intuitiva del comportamiento
relativo de los modelos dentro del dominio analizado.

Grafica de comparacion de modelos por altura aparente a una temperaturay presion fija (Figura 3-7):
Dentro del conjunto de representaciones previstas, se incluye una grafica comparativa en la que se
analiza la variacion de larefraccion en funcion de la altura aparente bajo condiciones meteorologicas
fijas. Para ello, se selecciona una combinacidn concreta de presion y temperatura que actiia como
escenario de referencia, mientras que la altura aparente se considera como variable independiente
dentro del rango operativo establecido. De este modo, se aisla el efecto geométrico sobre la
refraccion, eliminando la influencia simultanea de variaciones meteorologicas.

Para cada valor de altura considerado, se calcula la refraccion correspondiente mediante los
cuatro modelos analizados en el estudio. Los resultados se representan conjuntamente en un mismo
sistema de ejes, de forma que cada curva refleje la dependencia de un modelo concreto respectoa la
altura aparente. El modelo por capas se incorpora en la representacion como referencia fisico-
numérica, permitiendo establecer una base comin de comparacion frente a los modelos empiricos.

Desde el punto de vista metodologico, esta grafica permite evaluar la coherencia global de las
formulaciones y observar como evoluciona la diferencia entre modelos a lo largo del rango de
alturas.
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Refraccion vs altura aparente (P=1050 hPa, T=-20°C)
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[
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Altura aparente a (%)

Figura 3-7 Ejemplo de grafica de comparacion de modelos por altura aparente a una temperatura y presion fija
(autoria propia)

e Grafica de error absoluto frente a altura aparente a presion y temperatura fijas (Figura 3-8): En esta
representacion se analiza la variacion del error absoluto de cada modelo en funcion de la altura
aparente, considerando una combinacidn fija de presion y temperatura. El objetivo es aislar el efecto
geométrico sobre la precision de los modelos, eliminando la influencia de variaciones
meteoroldgicas.

Para generar esta grafica, se selecciona del conjunto total de datos unicamente aquellas
combinaciones que corresponden a los valores especificos de presion y temperatura elegidos como
escenario de referencia. Una vez obtenido este subconjunto, los datos se ordenan segun la altura
aparente con el fin de garantizar una representacion continua y coherente con el eje horizontal.

A continuacion, se representa el error absoluto previamente calculado para cada modelo
empirico respecto al modelo por capas, construyendo una curva independiente para cada uno de
ellos. Esta representacion permite evaluar como evoluciona la desviacion a lo largo del rango
operativo de alturas bajo condiciones atmosféricas constantes.

Error absoluto vs altura (P=950.00 hPa, T=40°C) (ref: capas)

—@— Cassini
—8— Almanaque Nautico (AN)
Bennett

pasl (min de arco)

0.6 -

04

Error absoluto IR_modelo — R_ca

0.0 | 1

Altura aparente a (°)

Figura 3-8 Ejemplo de grafica de error absoluto frente a altura aparente a presion y temperatura fijas (autoria
propia)
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Graficade error medio por altura aparente (Figura 3-9): En estarepresentacion se analiza la evolucion
del error medio de cada modelo en funcidon de la altura aparente. A diferencia de las graficas
individuales bajo condiciones meteoroldgicas fijas, en este caso se consideran todas las
combinaciones de presion y temperatura incluidas en el estudio, con el fin de obtener una medida
agregada del comportamiento de cada modelo para cada altura.

Para generar la grafica, se agrupan previamente los resultados seglin el valor de altura aparente.
Dentro de cada grupo se calcula el error medio correspondiente a cada modelo empirico, tomando
como referencia el modelo por capas. De este modo, para cada altura se obtiene un Unico valor
representativo que sintetiza el efecto conjunto de todas las variaciones meteorologicas consideradas
en el dominio del estudio.

Los valores medios obtenidos se representan en funcidn de la altura aparente, construyendo una
curva independiente para cada modelo. Esta visualizacion permite estudiar cémo varia la precision
promedio alo largo del rango operativo de alturas y facilitala comparacion estructural entre modelos
desde una perspectiva global.

Error medio de los modelos respecto al modelo por capas

040 — Cassini
——  Almanaque Néutico
Bennett

0.35

Altura aparente (°)

Figura 3-9 Grifica de error medio por altura aparente (autoria propia)

Distribucidn del error por altura aparente (Figura 3-10): Ademads de analizar el error medio, resulta
importante estudiar como se distribuyen los errores para cada modelo en funcion de la altura
aparente. Para ello, se emplea una representaciéon mediante diagrama de cajas, que permiten
visualizar la dispersion del error asociada a las distintas combinaciones de presion y temperatura
consideradas en el estudio.

Para generar esta grafica, los datos se reorganizan previamente de manera que los errores de
todos los modelos puedan agruparse por altura aparente y compararse dentro de cada nivel
geomeétrico. En cada altura se representa la distribucion completa del error absoluto correspondiente
a cada modelo empirico, mostrando la mediana, el rango intercuartilico y los posibles valores
extremos. Esta estructura facilita la comparacion directa entre modelos bajo una misma condicion
geométrica.

Desde el punto de vistametodoldgico, esta representacion permite valorar no solo el nivel tipico
de error, sino también su variabilidad. Es decir, ofrece informacion sobre la estabilidad del
comportamiento de cada modelo frente a cambios meteorologicos dentro de una misma altura
aparente.
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Distribucion del error por altura (ref: capas)

Lo — = Modelo
I Err_cassini
I Err an
0.8 - - -

[ Err bennett

Error (min de arco)

Altura aparente (°)

Figura 3-10 Diagrama de cajas de distribucion del error por altura aparente

Mapas de calor del error en funcidn de presiony temperatura a altura aparente fija (Figura3-11): Para
estudiar de forma conjunta la influencia de la presion y la temperatura sobre la precision de cada
modelo, se generan mapas de calor del error absoluto manteniendo fija la altura aparente. El objetivo
es visualizar, para un mismo contexto geométrico, como cambia la desviacion respecto al modelo
por capas cuando varian las condiciones meteoroldgicas dentro del dominio considerado.

A continuacion, se representa dicha matriz mediante un mapa de calor, donde la escala de color
se define por intervalos de error previamente establecidos. En este trabajo se emplea una
codificacion por tramos que distingue errores pequefios, intermedios y elevados (umbrales de
X<0.1",0.1'<X>0.5" y X>0.5"), lo que permite interpretar visualmente la relevancia operativa de los
valores sin depender de la lectura numérica celda a celda. Este procedimiento se repite para cada
modelo empirico, manteniendo la misma altura aparente, de manera que los patrones mete oroldgicos
de sensibilidad pueden compararse de forma directa.

Err_cassini (min) a = 15° (ref: capas)

=20

>0.5"

=10

Temperatura (°C)

<0.1"

9900 1013.25 1030.0 1050.0
Presidn (hPa)

Figura 3-11 Ejemplo de mapa de calor del error en funcion de presion y temperatura a cierta altura aparente

Mapa de calor de precision relativa del mejor modelo para a una altura aparente fija (Figura 3-12):
Ademas de estudiar cuanto se equivoca cada modelo, resulta util identificar directamente cual de
ellos es el mas preciso en cada situacion concreta. Para ello, se genera un mapa de calor en el que,
para una altura aparente fija, se indica qué modelo presenta el menor error en cada combinacion de
presion y temperatura.

El procedimiento parte de seleccionar todas las combinaciones meteoroldgicas asociadas a la
altura que se desea analizar. En cada una de esas combinaciones se comparan los errores absolutos
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de los modelos empiricos y se determina cudl de ellos es el que mas se aproxima al modelo por
capas. Asi, cada punto del espacio definido por presion y temperatura queda asociado al modelo que
ofrece el mejor ajuste en ese escenario.

A continuacion, esta informacion se organiza en una matriz bidimensional que permite
representar graficamente qué modelo domina en cada region del dominio meteorologico. Para
facilitar esta visualizacion, cada modelo se identifica mediante una codificacion diferenciada, de
modo que el mapa permite reconocer de forma inmediata las zonas en las que uno u otro modelo
resulta mas preciso.

Modelo mas preciso (Cassini, AN,Bennett) a=15°

Bennett
AN
&

0 10

Temperatura (°C)
10
Modelo mas preciso

30

Cassini

9500 9700 9900  1013.25 1030.0 1050.0
Presion (hPa)

Figura 3-12 Ejemplo de mapa de calor de precision relativa del mejor modelo para a una altura aparente fija

Funcion de distribucion acumulada (CDF?®) del error (jError! No se encuentra el origen de la referencia.):
Dentro del conjunto de representaciones estadisticas previstas en el procedimiento de analisis, se
incluye también la funcion de distribucion acumulada (CDF) del error absoluto para cada modelo.
Este tipo de grafica permite estudiar el comportamiento global del error desde una perspectiva
probabilistica, complementando las métricas promedio y las representaciones por altura descritas
anteriormente.

CDF del error (ref: capas)

08}

=

Probabilidad acumulada

00 02 04 0.6 08 10
Error (min de arco)

Figura 3-13 Funci6n de distribucion acumulada (CDF) del error (autoria propia)

El procedimiento consiste en ordenar los errores absolutos obtenidos para cada modelo en el
conjunto completo de combinaciones analizadas y calcular, para cada valor, la proporcion

8 Cumulative Distribution Function
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acumulada de casos que presentan una desviacion igual o inferior. El resultado se representa
mediante una curva creciente para cada modelo, donde el eje horizontal indica el error (en minutos
de arco) y el eje vertical la probabilidad acumulada de situaciones consideradas. Esta representacion
permite comparar de manera directa la concentracion de errores dentro de distintos rangos y facilita
la evaluacidn de la consistencia estadistica de cada modelo.

e Andlisis de sensibilidad relativa del error (Figura 3-14): Con el fin de evaluar como influye cada
variable en la precision de los modelos, se incluye un andlisis de sensibilidad relativadel error. En
este caso, se estudia de forma separada el efecto de la variacion de la temperatura, de la presiony
de la combinacion simultanea de ambas, manteniendo fija la otra variable cuando corresponde. El
objetivo es identificar qué factor meteorologico tiene mayor impacto en la desviacion respecto al
modelo por capas y como varia dicha sensibilidad a lo largo del rango de alturas aparentes.

El procedimiento parte de recorrer todas las alturas consideradas en el estudio. Para cada una de
ellas se seleccionan los subconjuntos de datos correspondientes a tres escenarios distintos: variacion
de temperatura con presion fija, variacion de presion con temperatura fijay variacion simultanea de
ambas. En cada caso se calcula el error medio asociado a cada modelo empirico. De este modo, para
cada altura se obtienen tres medidas representativas del efecto individual y combinado de las
variables meteoroldgicas.

Estos valores se representan posteriormente mediante un grafico de barras agrupadas, donde
cada grupo corresponde a una altura aparente y cada barra refleja el error medio bajo una condicion
especificade variacion. Esta estructura permite comparar de manera directa la influenciarelativa de
temperatura y presion en cada modelo y observar como dicha sensibilidad evoluciona con la
geometria de observacion.

En este andlisis no se incluye el modelo de Cassini, no porque carezca de variacion, sino por la
naturaleza del propio analisis planteado que tiene como objetivo evaluar la sensibilidad del error en
funcion de las variables meteorologicas desde una perspectiva comparativa entre modelos con
distinto nivel de realismo fisico.

En este contexto, el modelo de Cassini actiia como una aproximacion simplificada de referencia,
cuyo comportamiento corresponde a una atmosfera muy simplificaday cuya inclusion no aporta un
contraste adicional relevante frente a los modelos mas completos

Por el contrario, el interés del analisis se centra en comparar el modelo operativo del Almanaque
Nautico y el modelo de Bennett, ya que ambos representan enfoques mas proximos a la realidad
fisicay permiten evaluar de forma mas significativa como se degrada su precision ante variaciones
de presion y temperatura.

También, la exclusion de Cassini contribuye a mejorar la claridad y legibilidad de la
representacion, evitando una sobrecarga visual que dificultaria la interpretacion directa de los

resultados.
Sensibilidad relativa del error (ref: capas)\(P=1013 hPa, T=-20°C) (ref: capas)

0.7 AN: variar T (P fija)
AN: variar P (T fija)
06 L AN: variar Ty P ]
Bennett: variar T (P fija)

Bennett: variar P (T fija)

05 Bennett: variar T y P

Error absoluto medio (min de arco)

10 15 30 45 60 75
Altura aparente a (°)

Figura 3-14 Ejemplo de grafica para el analisis de sensibilidad relativa del error (autoria propia)
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Representacion de las rectas de altura del calculo de posicionamiento por geometria ideal y
deficiente (Figura 3-15): Con el fin de complementar el analisis numérico presentado en las tablas
descritas en el anterior apartado, se han generado representaciones de las rectas de altura
correspondientes a cada modelo de refraccion, tanto para configuraciones de geometriaideal como
deficiente. Estas representaciones permiten visualizar de forma directa como los errores en la
correccion de la refraccion se traducen en desplazamientos de las rectas de altura 'y, en consecuencia,
en errores en la posicion estimada.

Para comprender la construccion de estas graficas, es necesario detallar brevemente el
procedimiento seguido para obtener cada recta de altura. En navegacion astrondmica, la posicion
del observador se determina a partir de la interseccion de varias rectas de altura, cada una asociada
a un astro. Cada una de estas rectas se define a partir de dos magnitudes fundamentales: el acimut
del astro, que indica la direccion hacia la que se encuentra respecto al observador, y el denominado
delta de altura (Aa), que representa la diferencia entre la altura observada (a la que se le aplica la
correccion por refraccion) y la altura calculada para la posicion de estima.

El error en la correccion por refraccion afecta directamente a este delta de altura. En términos
practicos, una diferencia de unos pocos minutos de arco en la altura se traduce en un desplazamiento
de la recta de altura de magnitud equivalente en millas nauticas, siguiendo la aproximacion clasica
de la navegacion astrondmica. Sin embargo, tal y como se ha indicado previamente, esta relacion no
es estrictamente lineal en todos los casos, ya que intervienen factores geométricos que condicionan
el resultado final.

A partir de la posicion de estima, cada recta de altura se construye desplazandose en la direccion
del acimut una distancia igual al delta de altura expresado en millas nauticas. En ese punto se traza
una recta perpendicular al acimut, que constituye la recta de altura propiamente dicha. Este
procedimiento se repite para cada uno de los tres astros considerados, generando un conjunto de
rectas cuya interseccion determina la posicion estimada.

Las imagenes obtenidas muestran la representacion de las rectas de altura construidas a partir
de una configuracion geométrica definida mediante alturas aparentes y acimuts, sin asociarse a astros
reales concretos. En este sentido, cada conjunto de tres observaciones corresponde a un caso
idealizado que permite reproducir el proceso de posicionamiento astronomico de forma controlada.

En el caso de la geometria ideal, los valores de acimut se seleccionan de manera que las rectas
de altura presenten una interseccion bien definida. Por el contrario, en la geometria deficiente, estos
parametros se fijan de forma que las direcciones de las rectas resultantes sean poco favorables desde
el punto de vista geométrico, generando intersecciones menos precisas.

Para cada uno de estos casos, las rectas de altura se construyen a partir del delta de altura
obtenido tras aplicar los distintos modelos de refraccion. Este delta de altura introduce un
desplazamiento sobre la posicion de estima en la direccion del acimut, a partir del cual se traza la
recta perpendicular correspondiente. De este modo, cada modelo de refraccion da lugar un conjunto
especifico de rectas de altura, aun cuando la configuracion geométrica de partida es la misma.

De forma adicional, en las representaciones se incluye la posicidén considerada como referencia
o posiciodn real, con el objetivo de visualizar directamente el error cometido en cada caso. En la
implementacion, esta posicion se fija en el origen del sistema de coordenadas, actuando como
solucion de referencia del problema. Esta eleccion se fundamenta en que los errores de altura
utilizados en la construccion de las rectas se definen como diferencia entre la altura aplicando la
correccion de cada modelo empirico y la altura aplicada con el modelo de refraccion por capas,
adoptado como referencia. En consecuencia, el caso asociado a dicho modelo equivale a un deltade
alturanulo en las tres observaciones, de modo que sus rectas de altura corresponden a la solucion de
referencia, situada en el origen, frente a la cual se comparan las posiciones obtenidas con los distintos
modelos.

La representacion conjunta de las rectas de altura y de la posicion de referencia permite
visualizar de forma directa la construccion geométrica del problema de posicionamiento, mostrando
como a partir de un conjunto de pardmetros definidos se obtiene una solucién mediante la
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interseccion de rectas y como las diferencias entre modelos se traducen en desviaciones respecto a
dicha posicion.

== Recta verdadera 1
Recta medida 1
Recta verdadera 2

m— Recta medida 2
Recta verdadera 3

== Recta medida 3
Tridngulo de error

. Posicion real

Posicion calculada (Cassini)

Figura 3-15 Ejemplo de recta de altura por geometria ideal (autoria propia)

En general, el procedimiento descrito permite analizar el comportamiento de los modelos desde
diferentes enfoques complementarios, combinando medidas estadisticas y representaciones graficas para
obtener una visiéon mas detallada del estudio. De este modo, la comparaciéon no se basa en un unico
indicador, sino en un andlisis estructurado que tiene en cuenta tanto la magnitud del error como su
evolucion con la altura, las condiciones meteoroldgicas y la posicion angular de los astros.

3.3 Diagramas de flujo del codigo

La Figura 3-16 recoge el flujo principal del codigo. A partir de las combinaciones de altura aparente,
temperaturay presion, el programa calcula larefraccion con los modelos de Cassini, Almanaque Nautico
y Bennett, asi como con el modelo por capas, empleado como referencia. Sobre esa base se obtiene los
errores de Cassini, Almanaque Nautico y Bennett, imprime las tablas generales y construye tanto el
resumen global como el resumen por altura aparente. Finalmente, identifica el modelo con menor error
en cada combinacion media la variable Best_model.

A partir de este flujo de procesamiento, el codigo se estructura en una secuencia logica en la que se
distinguen de forma clara las fases de célculo, organizacion de los datos y posterior explotacion de
resultados. Esta forma de plantear el programa no solo facilita la comprension global del proceso, sino
que también permite seguir con claridad como se transforman las variables de entrada hasta obtener las
magnitudes de interés, favoreciendo asi la trazabilidad y la coherencia interna del desarrollo.

Por otro lado, el diagrama de flujo principal ofrece una vision general del funcionamiento del
programa, mostrando de manera sintetizada como se relacionan los distintos bloques del codigo y como
circulalainformacion entre ellos. No obstante, dado el papel relevante que desempefian ciertos procesos
dentro del estudio, se incluyen diagramas de flujo adicionales centrados en bloques especificos, con el
objetivo de detallar su funcionamiento de forma mas precisa. De este modo, se combina una perspectiva
global del codigo con representaciones mas focalizadas que permiten profundizar en aquellos elementos
clave para el desarrollo del analisis.
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Inicio del script

l

Importar librerias y
configurar estilo grafico

l

Definir arrays de entrada:
a_grados, T_C, P_hPa

l

Generar combinaciones con
meshgrid y construir df

l

Definir modelos:
modelo_cassini,
modelo_almanaque,
modelo_bennett y
modelo_capas

l

Calcular Rcassini, Ran y
Rbennett sobre df

l

Calcular Rcapa fila a fila
con modelo_capas

l

Calcular Err_cassini, Err_an
y Err_bennett respecto a
Rcapa

l

Imprimir tabla global de
resultados

l

Imprimir tablas por altura
aparente

l

Calcular resumen_global de
errores

l

Calcular resumen_altura

l

Determinar Best_model
mediante idxmin

l

Imprimir nimero de casos
en los que cada modelo es
mejor

l

Fin del bloque principal
Figura 3-16 Diagrama de flujo principal de calculo y analisis (autoria propia)

La Figura 3-17 muestra el flujo del estudio por zonas maritimas. Este bloque se ejecuta cuando el
archivo se lanza como script principal, condicidon que se cumple en la ejecucion habitual del programa.
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Definir
cargar_datos_power,
calcular_errores_zona,
resumen_zona_altura y
tabla_fraccion_mejora

l

Definir
evaluar_modelos_por_zona
s

|

; hame =="main ?

Ejecutar
evaluar_modelos_por_zona
s

v

Definir diccionario de zonas

v
Recorrer zonas: Atlantico
Norte, Mediterraneo,
Cantabrico, Golfo de
Guinea, Indico oriental y
Artico

v

Cargar climatologia NASA
POWER de cada zona

v
Calcular errores por zona y

altura con
calcular_errores_zona

L ]

Concatenar resultados en
datos_error

v

Generar tabla_resumen con
resumen_zona_altura

¥

Generar tabla_mejora con
tabla_fraccion_mejora

v

Imprimir RESULTADOS POR
ZONA Y ALTURA

v

Imprimir TABLA DE
FRACCION DE MEJORA

v

Exportar tabla_resumen a
tabla_resultados_modelos.
xlsx

. S
-

~

Fin del bloque geogréfico

Figura 3-17 Diagrama de flujo del estudio por zonas maritimas (autoria propia)

La Figura 3-18 resume el bloque de representacion grafica y validacion.
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Dafinir
refraccian_ws_alturas_PTFij

2 name == ' main 7
5
No Generar grifica de
comparacicn de refracciin
Defin
plat_orror_sbs_vs_altura P
T

e Ganerar grifica de emar
abscduto vs altura

Generar grafica de error
medio por altura
Transformar df con melt y
generar baxplot del error
Definir heatmap_errar
Generar heatmags de
Err_cass ]

Generar mapa de calor de
Bast_model

Generar COF glabal dal
&rrar

& name - * main 7

si

Validacitn 1: assert de

" casas estandar con

si

WValidaciin final: assert de
Cassini + casas estandar

ampliados

&

Figura 3-18 Diagrama de flujo de generacion de graficas y validacion (autoria propia)

En la Figura 3-19 se representa el diagrama de flujo correspondiente al analisis del efecto del error en
la determinacion del posicionamiento del observador.
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b
calcular_error_posicionami
enta_parsmatrica

s

Definic casos paraméteicos
TP}

Define gecmetia idesl
Azimats = [0°,120° 240°]

Nelidaciones de entrads
casos vilicdos, 3 szimuts,
3 alures no iguales y
columnas necesariai

Seleccionar les 3 flas
¥ extiaer aituras
observadias

Fijar (merceptes
dacks o rulas)

Construlr matriz
‘eométrica t

Calcudar anrores de cada
i
Cassii, AN y Berett

Fsolver el sisterma
par minimos cuaciracs

Calcutar métricas:
%', oeror, comician y
rangs

Guardor tabla de.

resuktacas
de geometris ideal

Defii geometria
azimts - [0°.10°,20°)

calcalo y resciucion’

efinic
sraficar_rectas_altura_pos!

s

‘Generar grificas de roctas
do sltira
para ambas geomatriss

Uiamar intemamente
caleuar_erroe posicionari
enta_parametrico

& modolo == tados'?

5 Mo

Graficar Cossi, ANy Graficar solo el modelo
Bermntt elegido

Calcular roctas mectidas,
ntersectiones y limites,

trtdngulo de error, posicidn
y

posicién calculada y vector

& mostrar_figura = True T

s o

Mot figues Cerrar figura

Fin dol bloque de *
pesicicnamients

Figura 3-19 Diagrama de flujo del impacto del error en el cialculo de posicionamiento (autoria propia)
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4 RESULTADOS / VALIDACION

El presente apartado recoge los resultados obtenidos a partir de los modelos de refraccion
implementados y del conjunto de analisis desarrollados en el capitulo anterior. El objetivo es evaluar el
comportamiento de los distintos modelos (Cassini, Almanaque Nautico y Bennett) comparando sus
resultados con los obtenidos mediante el modelo por capas, adoptado en este trabajo como referencia.

Para ello se presentan de forma ordenada los resultados derivados tanto de las tablas generadas en
el calculo paramétrico como de las distintas representaciones graficas analizadas posteriormente.
Ademas, se incorporan los resultados obtenidos al aplicar los modelos bajo climatologias reales de
distintas zonas maritimas y también se analizan el impacto de los modelos de refraccion en estudio en
la determinacidn de la posicion del observador, lo que permite valorar su comportamiento en condiciones
operativas representativas.

En este estudio no se han aplicado contrastes de significacion estadistica (como andlisis de varianza
o test de hipotesis), ya que el conjunto de datos no procede de una muestra aleatoria, sino de un barrido
sistematico y determinista del espacio de parametros (altura, presion y temperatura). En consecuencia,
el objetivo no es inferir propiedades de una poblacion a partir de una muestra sujeta a variabilidad
estadistica, sino describir de forma directa el comportamiento de los modelos en todo el dominio de
estudio.

4.1 Validacion inicial de los modelos

Antes de analizar en detalle el comportamiento de los modelos, se realiza una validacion inicial de
la implementacion mediante la generacion de unas tablas que recogen el conjunto completo de
combinaciones analizadas. En total se consideran 252 casos de estudio, obtenidos a partir de la
combinacion de los diferentes valores de altura aparente, temperatura y presion atmosférica.

Para cada una de estas combinaciones se calcula el valor de la refraccion atmosférica utilizando los
tres modelos empiricos estudiados, asi como el modelo fisico por capas, que se utiliza como referencia
para evaluar la precision de los demas. A partir de estos valores se obtienen los errores absolutos de cada
modelo empirico respecto al modelo por capas.

Las Tabla 4-1, Tabla 4-2 y Tabla 4-3 recogen, algunos casos analizados, con las variables de entrada
utilizadas, con sus respectivos resultados obtenidos, junto con los errores correspondientes.

T (°C) | P (hPa) | Rcapa | Rcassini | Ran | Rbennett Err_cassini | Err_an | Err_bennett

-20 950 56.935| 55.106 |53.069| 56.540 0.1829 0.3865 0.0395
-20 [ 1013.25]60.744 | 55.106 |[53.069| 60.304 0.5638 0.7675 0.0440
-20 1050 [62.959( 55.106 |53.069| 62.492 0.7853 0.9890 0.0468
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0 950 52591 55.106 |53.069| 52.400 0.2515 0.0479 0.0191
0 1013.2556.108 | 55.106 |[53.069| 55.889 0.1003 0.3039 0.0220
0 1050 | 58.153| 55.106 |53.069| 57916 0.3047 0.5084 0.0237
10 950 50.618 | 55.106 |53.069| 50.550 0.4488 0.2452 0.0068
10 1013.25 | 54.003 | 55.106 |[53.069| 53.915 0.1103 0.0934 0.0088
10 1050 | 55971 | 55.106 |53.069| 55.871 0.0865 0.2901 0.0100
30 950 [47.004| 55.106 |53.069| 47.215 0.8102 0.6066 0.0211
30 1013.25 | 50.146 | 55.106 |53.069| 50.358 0.4960 0.2923 0.0212
30 1050 [51.973( 55.106 |53.069| 52.185 0.3133 0.1097 0.0212

Tabla 4-1 Resultados de refraccion y errores de refracciéon por modelo para a=10° (autoria propia)

T (°C) | P (hPa) | Rcapa | Reassini | Ran | Rbennett | Err_cassini [ Err_an| Err_bennett

-20 950 17.314| 16.830 |16.770 | 18.009 0.0484 0.0544 0.0695

-20 1013.25| 18.467| 16.830 [16.770| 19.208 0.1638 0.1697 0.0741

-20 1050 | 19.138( 16.830 | 16.770| 19.905 0.2308 0.2367 0.0767

0 950 15998 | 16.830 [16.770 | 16.691 0.0831 0.0772 0.0692

0 1013.25| 17.064 | 16.830 |[16.770 | 17.802 0.0234 0.0294 0.0738

0 1050 | 17.683 | 16.830 |16.770| 18.447 0.0853 0.0913 0.0764

10 950 15400 | 16.830 [16.770| 16.101 0.1429 0.1370 0.0701

10 1013.25| 16426 | 16.830 [16.770 | 17.173 0.0404 0.0344 0.0747

10 1050 | 17.022| 16.830 |16.770| 17.796 0.0192 0.0252 0.0774

30 950 14.305| 16.830 | 16.770| 15.039 0.2525 0.2465 0.0734

30 1013.25| 15.257| 16.830 [16.770 | 16.040 0.1572 0.1513 0.0783

30 1050 | 15.811| 16.830 |16.770| 16.622 0.1019 0.0959 0.0811

Tabla 4-2 Resultados de refracciony errores de refraccion por modelo para a=30° (autoria propia)

T (°C) | P (hPa) | Rcapa | Recassini | Ran | Rbennett | Err_cassini [ Err_an Err_bennett
-20 950 [0.5769| 0.5610 | 0.5607| 0.6027 0.0159 0.0162 0.0258
20 | 1013.25]| 0.6153| 0.5610 | 0.5607| 0.6428 0.0543 0.0546 0.0275
-20 1050 | 0.6376| 0.5610 [ 0.5607| 0.6661 0.0767 0.0769 0.0285

0 950 |0.5331| 0.5610 [ 0.5607| 0.5586 0.0279 0.0276 0.0255
0 1013.25 | 0.5686( 0.5610 | 0.5607| 0.5958 0.0076 0.0079 0.0272
0 1050 | 0.5892| 0.5610 | 0.5607| 0.6174 0.0282 0.0285 0.0282
10 950 ]0.5132| 0.5610 [ 0.5607| 0.5388 0.0478 0.0475 0.0257
10 1013.25( 0.5473| 0.5610 | 0.5607| 0.5747 0.0137 0.0134 0.0274
10 1050 | 0.5672| 0.5610 | 0.5607| 0.5956 0.0062 0.0065 0.0284
30 950 |0.4767| 0.5610 | 0.5607| 0.5033 0.0843 0.0840 0.0266
30 1013.25| 0.5084 | 0.5610 | 0.5607| 0.5368 0.0526 0.0523 0.0284
30 1050 | 0.5268| 0.5610 | 0.5607| 0.5563 0.0341 0.0339 0.0294

Tabla 4-3 Resultados de refracciény errores de refraccion por modelo para a=60° (autoria propia)

Las tablas adjuntadas corresponden a parte de los diferentes 252 casos. La tabla completa con los
252 casos se incluye en el Anexo II1: Tablas de resultados de refracciony errores de los modelos empiricos.
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4.2 Resultados globales

4.2.1 Tablas métricas

Con el objetivo de obtener una vision general del comportamiento de los modelos analizados, se
realiza en primer lugar un resumen estadistico de los errores absolutos calculados sobre el conjunto
completo de casos estudiados. En total se consideran las 252 combinaciones de altura aparente, presion
y temperatura definidas en el disefio experimental.

A partir de estos resultados se calculan varias métricas estadisticas (error medio, mediana, error
maximo y error minimo) para cada modelo empirico, tomando como referencia el modelo por capas,
que se muestran en la Tabla 4-4. Estas métricas permiten evaluar de forma sintética tanto la precision
tipica de cada modelo como la magnitud de los errores que pueden aparecer en las situaciones mas
desfavorables.

Err.Cassini (') ErrAN () Err.Bennett (')

media 0.153 0.147 0.046
mediana 0.076 0.075 0.044
Err.max 0.976 0.989 0.116
Err.min 0.002 0.002 0.005

Tabla 4-4 Tabla de métricas estadisticas (autoria propia)

A partir de este resumen estadistico se puede observar una diferencia claraen el comportamiento de
los modelos. El modelo de Cassini presenta los errores medios mas elevados fruto de las limitaciones de
su formulacion simplificada, basada inicamente en la altura aparente, sin considerar las condiciones
meteoroldgicas. Por su parte, el modelo del Almanaque Nautico muestra una mejora respecto al de
Cassini, notandose que su formulacidn esta pensada para condiciones atmosféricas estandar, pues su
precision depende de que estas condiciones se mantengan proximas a los valores estandar para los que
fue calibrado.

El modelo de Bennett, en cambio, presenta los valores de error medio més bajos y una dispersion
considerablemente menor, indicando una mayor proximidad al modelo por capas en el conjunto de las
condiciones analizadas.

Realizado el andlisis global presentado en la Tabla 4-4, es interesante examinar con mayor detalle
como varia el comportamiento de los modelos en funcién de la altura aparente. Como se ha indicado en
apartados anteriores, la refraccion atmosférica depende de forma muy significativa de la geometria de
observacion, siendo especialmente sensible a bajas alturas. Por este motivo se realiza un analisis mas
exhaustivo diferenciando por alturas aparentes que permite evaluar el error medio y el error maximo de
cada modelo para estas alturas.

Con los resultados obtenidos en la Tabla 4-5y en la Figura 4-1 permite un analisis con mayor detalle
del comportamiento de los modelos en funcion de la altura aparente. En primer lugar, se observa que las
tendencias identificadas en el analisis global se mantienen cuando se desagregan los resultados por
altura. En particular, el modelo de Bennett contintia mostrando los errores medios mas reducidos, lo que
refuerza la conclusion obtenida previamente sobre su mayor proximidad al modelo de capas.

Ademas, la Tabla 4-5 y la Figura 4-1 pone de manifiesto una dependencia clara entre la magnitud del
error y la altura aparente. Los mayores errores se concentran en las alturas mas proximas al horizonte,
especialmente en el caso de los modelos de Cassini y del Almanaque Nautico, mientras que a medida
que aumenta la altura el valor de los errores disminuye progresivamente. Este comportamiento es

59



PABLO ROBERTO SUAREZ RUIZ

coherente con el caracter geométrico del fendémeno de la refraccion atmosférica, cuya influencia es
mayor a bajas alturas.

Altura Cassini  Cassini Almanaque Almanaque Bennett  Bennett
aparente (°) (media) (max.) Nautico (media) Nautico (max.) (media) (max.)
10 0.3995 0.9764 0.3776 0.9890 0.0243 0.0468

15 0.2642 0.6489 0.2517 0.5906 0.0927 0.1157

30 0.1230 0.3029 0.1213 0.2969 0.0750 0.0837

45 0.0711 0.1751 0.0707 0.1739 0.0469 0.0517

60 0.0410 0.1011 0.0410 0.1008 0.0274 0.0302

75 0.0190 0.0469 0.0190 0.0469 0.0123 0.0136

Tabla 4-5 Tabla de métricas estadisticas por alturas aparentes (autoria propia)

Error medio de los modelos respecto al modelo por capas
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Figura 4-1 Grafica de error medio de los modelos respecto al modelo por capas (autoria propia)

Sin embargo, el modelo de Bennett presenta un comportamiento diferente. En este caso, los errores
medios no alcanzan su valor maximo en las alturas mas bajas, sino que tienden a incrementarse en alturas
intermedias antes de disminuir nuevamente a mayores alturas. Una posible explicacion de este
comportamiento radica en la propia formulacion del modelo. Mientras que Cassini y el Almanaque
Nautico dependen unicamente de la altura aparente (aunque el modelo del Almanaque estd adaptado
para cumplir bajo condiciones atmosféricas estdndar, en lo que a su formulacion se refiere solo tiene de
variable la altura aparente), el modelo de Bennett incorpora factores de correccion explicitos para presion
y temperatura. Esto le permite ajustar mejor larefraccion en condiciones cercanas al horizonte, donde la
influencia meteorologica es mas significativa, reduciendo asi el error en ese rango de alturas. En cambio,
en alturas intermedias, donde la refraccion total es menor y las diferencias entre modelos se vuelven mas
sutiles, la aproximacién empirica utilizada por Bennett puede introducir pequefias desviaciones respecto
al modelo por capas.

Ademas del anélisis estadistico, resulta util comparar directamente el rendimiento relativo de los
modelos en cada una de las combinaciones analizadas. Para ello se identifica cudl de los tres modelos
empiricos presenta el menor error absoluto respecto al modelo por capas en cada uno de los 252 casos
de estudio a través de la Tabla 4-6.
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Modelo Numero de casos
Bennett 187

Almanaque Nautico 36

Cassini 29

Total 252

Tabla 4-6 Numero de casos en los que cada modelo presenta el menor error absoluto respecto respecto al modelo
por capas (autoria propia)

Los resultados muestran que el modelo de Bennett proporciona la mejor aproximacién al modelo
por capas en la gran mayoria de los casos analizados. En concreto, Bennett resulta el modelo més preciso
en 187 de los 252 escenarios considerados, 1o que confirma las tendencias observadas previamente en el
analisis estadistico inicial.

Por su parte, el modelo del Almanaque Nautico aparece como el mas preciso en un numero
considerablemente menor de casos. Finalmente, el modelo de Cassini resulta el menos preciso de todos.

Para resumir, en los 252 escenarios establecidos en el estudio a partir de las distintas combinaciones
de alturas aparentes, temperaturas y presiones atmosféricas en el 74.2% de los casos el resultado dado
por el modelo de Bennett es el més exacto respecto al modelo por capas frente al 14.3% del Almanaque
Nautico y el 11.5% de Cassini, como se puede observar en la Figura 4-2.

11,51%

m Bennett ® Almanaque Ndutico Cassini

Figura 4-2 Grafica de porcentaje de casos enlos que cada modelo presenta el menor error absoluto (autoria propia)

4.2.2 Graficas derefraccion vs altura aparente y error absoluto vs altura aparente

Una vez analizados los resultados numéricos mediante las tablas anteriores, resulta util
complementar este analisis con representaciones graficas que permitan visualizar de forma mas intuitiva
el comportamiento de los distintos modelos de refraccion. Como el mostrar todas las diferentes
combinaciones de condiciones atmosféricas no seria lo ideal para intentar mostrar los patrones relevantes
de este estudio, se ha decidido por mostrar una parte de ellos que recoge un abanico grande que muestra
los comportamientos habituales en los distintos casos de estudio.

4.2.2.1 Condiciones estandar (P =1013.25 hPay T = 10°C)

En primer lugar, se analiza la relacion entre la refraccion atmosférica y la altura aparente bajo
condiciones atmosféricas estdndar (P =1013.25 hPay T = 10°C) que corresponden a las condiciones
de referencia utilizadas en el Almanaque Nautico. Esta representacion proporciona una vision general
del comportamiento de los distintos modelos y permite evaluar de manera directa su grado de
concordancia con el modelo por capas, que se toma como referencia fisica en el presente estudio. En los
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apartados siguientes se analizard esta misma relacion bajo distintas combinaciones de presion y
temperatura, con el fin de evaluar la sensibilidad de los modelos ante variaciones meteorologicos.

La grafica de la Figura 4-3 muestra la evolucion de la refraccion atmosférica en funcion de la altura
aparente para los modelos de Cassini, Almanaque Nautico, Bennett y el modelo por capas. La refraccién
presenta valores mas elevados a bajas alturas y disminuye progresivamente a medida que el astro se
eleva sobre el horizonte. Este comportamiento refleja el mayor recorrido que sigue la luz a través de la
atmosfera cuando el astro se observa cerca del horizonte, lo que incrementa el efecto refractivo.

Refraccion vs altura aparente (P=1013 hPa, T=10°C)
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Figura 4-3 Grafica de refracciéon vs altura aparente a P=1013 hPa y T=10°C (autoria propia)

Aunque en la grafica es dificil discernir entre modelos debido a la proximidad de valores entre ellos
y que la principal conclusién que se puede obtener de esta grafica es lo expuesto en el parrafo anterior,
en términos comparativos puede observarse que los tres modelos empiricos siguen de manera general la
misma tendencia que el modelo por capas, reproduciendo adecuadamente la forma global de la curva de
refraccion. Sin embargo, se puede apreciar pequefias diferencias entre ellos, especialmente en las alturas
mas bajas, donde la refraccion es més intensa y las simplificaciones de cada modelo se vuelven mas
evidentes.

En el caso del modelo de Cassini, la curva tiende a separarse ligeramente del modelo por capas en
las alturas mas proximas al horizonte. Por su parte, el modelo del Almanaque Néautico muestra una mayor
proximidad al modelo de referencia en estas condiciones estandar. El modelo de Bennett también
reproduce adecuadamente la tendencia general de la refraccion y mantiene una buena concordancia con
el modelo por capas en todo el rango de alturas analizado.

No obstante, como se expuso anteriormente, las pequenas diferencias entre modelos que pueden
apreciarse en esta representacion no permiten evaluar con precision la magnitud de las desviaciones
respecto al modelo de referencia. Por este motivo, en la siguiente grafica, que corresponde con la Figura
4-4, se analiza directamente el error absoluto de cada modelo en funcion de la altura aparente, lo que
permite cuantificar de forma mas precisa las diferencias observadas y evaluar con mayor claridad el
comportamiento relativo de los modelos en el conjunto de alturas consideradas.
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Error absoluto vs altura (P=1013.25 hPa, T=10°C) (ref: capas)
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Figura 4-4 Grafica de error absoluto vs altura aparente a P=1013 hPa y T=10°C (autoria propia)

La graficamuestrala evolucion del error absoluto de los modelos empiricos respecto al modelo por
capas en funcion de la altura aparente, considerando condiciones atmosféricas estandar (P =1013.25
hPa y T = 10°C), que corresponden precisamente a las condiciones de referencia empleadas en el
Almanaque Nautico. A diferencia de la gréafica anterior, que permitia observar la evoluciéon de la
refraccion en si misma, esta representacion permite evaluar directamente la precision relativa de cada
modelo a lo largo del rango de alturas analizado.

En primer lugar, se aprecia que el error de los modelos de Cassini y del Almanaque Nautico
disminuye de forma clara a medida que aumenta la altura aparente. Un aspecto especialmente interesante
de esta grafica es que, bajo estas condiciones estandar, el modelo del Almanaque Nautico es el que
presenta el menor error en la mayor parte del rango de alturas analizado, mientras que el modelo de
Cassini muestra valores ligeramente superiores, pero todavia relativamente proximos.

En estas circunstancias, el modelo del Almanaque Nautico reproduce con gran fidelidad los valores
de refraccion esperados, lo que explica que su error sea inferior al de los otros modelos en gran parte del
rango de alturas. El modelo de Cassini también muestra un comportamiento relativamente cercano al
modelo de referencia bajo estas condiciones concretas, especialmente a alturas medias y altas.

Por el contrario, el modelo de Bennett, que en el andlisis global habia mostrado el mejor
comportamiento medio, presenta en este caso errores superiores en la mayoria de las alturas
consideradas.

4.2.2.2 Atmosfera densa (P =1050 hPay T = —20°C)

Tras analizar el comportamiento de los modelos bajo condiciones atmosféricas estandar, resulta de
interés estudiar como varia su rendimiento cuando las condiciones de presiony temperatura se alejan de
dichos valores de referencia. Para ello, se analizan a continuacion distintos escenarios meteorologicos
representativos dentro del rango considerado en el estudio. Este andlisis permite evaluar la sensibilidad
de los modelos de refraccion ante variaciones en las condiciones atmosféricas y comprobar hasta qué
punto las conclusiones obtenidas en el caso estandar se mantienen o cambian en situaciones diferentes.

En este caso, las graficas de las Figura 4-5 y la Figura 4-6 muestran la evolucion de la refraccion
atmosférica y del error absoluto de los distintos modelos en funcion de la altura aparente para un
escenario caracterizado por una presion elevada y una temperatura baja (P =1050 hPay T = —20°C).
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Estas condiciones representan una atmosfera mas densa que la considerada estandar, lo que se traduce
en valores de refraccion mayores en todo el rango de alturas analizado.

En la Figura 4-5 se observa que todos los modelos mantienen la misma tendencia general descrita
anteriormente, con valores de refraccion que disminuyen progresivamente a medida que aumenta la
altura aparente. Sin embargo, en comparacion con el caso estandar, la separacion entre los modelos
empiricos y el modelo por capas es mayor, especialmente en las alturas méas bajas.

Refraccion vs altura aparente (P=1050 hPa, T=-20°C)
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Figura 4-5 Grifica de refraccién vs altura aparente a P= 1050 hPa y T=-20°C (autoria propia)

La Figura 4-6 permite apreciar con mayor claridad estas diferencias. En este escenario, el modelo de
Bennett presenta de forma consistente los menores errores en todo el rango de alturas analizado, mientras
que los modelos de Cassini y del Almanaque Nautico muestran desviaciones considerablemente
mayores, especialmente en las alturas proximas al horizonte. Este comportamiento contrasta con el
observado en el caso de condiciones estandar, donde el modelo del Almanaque Nautico presentaba el
menor error en gran parte del rango de alturas.

Error absoluto vs altura (P=1050.00 hPa, T=-20°C) (ref: capas)
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Figura 4-6 Grafica de error absoluto vs altura aparente a P= 1050 hPa y T=-20°C (autoria propia)
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4.2.2.3 Atmosfera poco densa (P =950 hPay T = 40°C)

Otro caso interesante de profundizar es el contrario al anterior, un escenario caracterizado por baja
presion 'y temperatura elevada, condiciones que representan una atmosfera poco densa. En concreto en
estas graficas, la Figura 4-7 y 1a Figura 4-8, se muestran el valor de la refraccidény los errores absolutos de
los modelos empiricos a P =950 hPay T = 40°C.

En la Figura 4-7 se observa que todos los modelos mantienen la tendencia general ya descritaen los
anteriores casos, con valores de refraccion que disminuyen progresivamente a medida que aumenta la
altura aparente. Sin embargo, en este escenario los valores son globalmente menores que en la atmosfera
estandary, sobre todo que, en el caso de atmosfera densa, lo que resulta coherente con lamenor densidad
del aire. En estas condiciones, los modelos de Cassini y del Almanaque Nautico quedan por encima del
modelo por capas en practicamente todo el rango de alturas, lo que indica una tendencia a sobreestimar
la refraccion. Por el contrario, el modelo de Bennett se mantiene mucho mas préoximo a la curva de
referencia.

Refraccidn vs altura aparente (P=950 hFa, T=40°C)
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Figura 4-7 Grifica de refraccién vs altura aparente a P= 950 hPa y T=40°C (autoria propia)

La Figura 4-8 permite ver con mas claridad esta diferencia. Al igual que en la atmosfera densa, el
modelo de Bennett es el que presenta los menores errores en todo el rango analizado, manteniéndose en
valores notablemente inferiores a los de los otros modelos.

En cuanto a los modelos de Cassini y del Almanaque Nautico, sus errores vuelven a ser mucho
mayores, especialmente en las alturas mas bajas, donde la refraccion es mas sensible al estado de la
atmosfera. No obstante, en comparacion con el caso de atmodsfera densa, puede apreciarse que las
diferencias entre ambos modelos y el de referencia se reducen ligeramente.
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Error absoluto vs altura (P=950.00 hPa, T=40°C) (ref: capas)
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Figura 4-8 Grafica de error absoluto vs altura aparente a P= 950 hPa y T=40°C (autoria propia)

4.2.2.4 Atmosfera intermedia (P =950 hPay T = —10°C)

El siguiente escenario es el correspondiente a P =950 hPa y T = —10°C ya que representa una
situacion intermedia entre los casos extremos analizados anteriormente. En este caso, la atmosfera
combina una presion baja con una temperatura fria, lo que genera un contexto util para observar cémo
responden los modelos cuando las condiciones se apartan de las estandares, pero sin alcanzar un régimen
tan marcadamente denso o poco denso como en los escenarios anteriores.

En la Figura 4-9 se observa que todos los modelos siguen reproduciendo correctamente la tendencia
fisica de disminucion progresiva del valor de la refraccion a medida que aumenta la altura aparente. En
este caso las curvas de los distintos modelos aparecen muy proximas entre si y también cercanas al
modelo por capas, lo que indica que, bajo estas condiciones atmosféricas intermedias, las
aproximaciones empiricas describen razonablemente bien el comportamiento general de la refraccion.
A diferenciade los casos extremos analizados, aqui no se aprecia una separacion clara entre los modelos

en la magnitud de la refraccion.
Refraccion vs altura aparente (P=950 hPa, T=-10°C)

=8~ Cassini

= - Almanaque Nautico (AN)
50 3 Bennett

=—4— Capas

10 20 30 40 50 60 70
Altura aparente a (°)

Figura 4-9 Grafica de refraccion vs altura aparente a P= 950 hPa y T=-10°C (autoria propia)
La Figura 4-10 permite distinguir con mayor claridad las diferencias entre modelos. En las alturas

mas bajas, donde la refraccion es més intensa y sensible a las condiciones atmosféricas, se observa que
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el modelo del Almanaque Nautico presenta el mayor error en el punto de 10° aunque dicho error
disminuye rapidamente al aumentar la altura. A partir de los 15°-20° de altura aparente, este modelo pasa
a situarse entre los que se presentan menor error y se mantiene muy proximo al modelo de referenciaen
el resto del rango analizado.

En cuanto al modelo de Cassini muestra un comportamiento estable, con errores moderados en bajas
alturas que decrecen progresivamente conforme aumenta la altura aparente.

El modelo de Bennett muestra en este escenario un comportamiento algo diferente al observado en
las atmosferas claramente densay poco densa. Aunque sus errores se mantienen en valores reducidos en
todo el rango de alturas, no es el modelo que presenta la mejor aproximacion en la mayor parte de los
puntos analizados. En alturas medias y altas, sus errores resultan ligeramente superiores a los del
Almanaque Nautico y también a los de Cassini.

Error absoluto vs altura (P=950.00 hPa, T=-10°C) (ref: capas)
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Figura 4-10 Grafica de error absoluto vs altura aparente a P= 950 hPa y T=-10°C (autoria propia)

4.2.2.5 Caso transicional (P =990 hPay T = 0°C)

Finalmente, se analiza un escenario caracterizado por P =990 hPa y T = 0°C, que presenta un
comportamiento particularmente interesante en comparacion con los casos anteriores.

En la Figura 4-11 se observa la tendencia general del fenémeno de la refraccion descrita ya en los
casos anteriores donde la refraccion disminuye a medida que aumenta la altura aparente. Por lo demas,
se observa que las curvas de los distintos modelos se mantienen muy proximas entre si y cercanas al
modelo por capas, asi que las diferencias entre modelos en esta representacion son pequeiias, por lo que
resultanecesario recurrir a la grafica de error absoluto para identificar con mayor claridad las variaciones
en su precision relativa.
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Refraccion vs altura aparente (P=990 hPa, T=0°C)
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Figura 4-11 Grafica de refraccion vs altura aparente a P=990 hPa y T=0°C (autoria propia)

La Figura 4-12 pone de manifiesto el caracter particular de este escenario. A diferencia de los casos
analizados anteriormente, donde uno de los modelos tendria a dominar en la mayor parte del rango de
alturas, aqui se observa un comportamiento mas equilibrado en el que cada modelo presenta el menor
error en distintos intervalos de altura aparente.

En la altura mas bajas, alrededor de los 10°, el modelo de Bennett es el que muestra la mejor
aproximacion al modelo por capas, con errores claramente inferiores a los de los otros modelos.

Sin embargo, al aumentar ligeramente la altura aparente, en torno a 15°, el modelo de Cassini pasa
a presentar el menor error. A partir delos 30° en adelante, el modelo del Almanaque Nautico se convierte
en el que presenta menor error respecto al modelo por capas, manteniéndose como la aproximacion mas
precisa hasta las alturas més elevadas consideras en el estudio.

Error absoluto vs altura (P=990.00 hPa, T=0°C) (ref: capas)
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Figura 4-12 Grafica de error absoluto vs altura aparente a P=990 hPa y T=0°C (autoria propia)

Lo que mas interesa de este caso es que confirma el carécter transicional de las condiciones
consideradas. La proximidad a valores atmosféricos relativamente moderados hace que ninguno de los
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modelos domine claramente en todo el rango de alturas, produciéndose un reparto del mejor rendimiento
entre ellos.

4.2.3 Grafica de cajas y bigotes

Con el objetivo de complementar el andlisis realizado anteriormente, se presenta a continuacion una
gréfica de cajas y bigotes que muestra la distribucion del error absoluto de los distintos modelos de
refraccion para cada una de las alturas aparentes consideradas en el estudio. A diferenciade las graficas
de error absoluto analizadas previamente, que permiten observar el comportamiento de los modelos bajo
condiciones atmosféricas concretas, esta representacion sintetiza el conjunto de resultados obtenidos en
todos los escenarios evaluados, permitiendo analizar de forma conjunta la variabilidad de los errores.

Este tipo de gréafica resulta especialmente itil porque no solo muestra valores representativos como
la mediana del error, sino también la dispersion de los resultadosy la presenciade valores extremos, lo
que permite comparar de manera mas completa la estabilidad y robustez de cada modelo a lo largo de
todo el rango de alturas aparentes. De este modo, la Figura 4-13 proporciona una visioén global del
comportamiento estadistico de los modelos y facilitaidentificar en qué alturas presentan mayor o menor
variabilidad en sus errores.

La Figura 4-13 permite analizar como se distribuye los errores de cada modelo para las distintas
alturas aparentes consideradas, proporcionando una vision mas completa del comportamiento estadistico
de los modelos a lo largo de todos los escenarios atmosféricos evaluados.

Distribucién del error por altura (ref: capas)
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Figura 4-13 Grafica de cajas y bigotes de distribucion del error absoluto por altura (autoria propia)

En primer lugar, se observa que la dispersionde los errores es claramente mayor en las alturas mas
bajas, especialmente en torno a los 10° y 15°. En estas alturas las cajas y los bigotes de los modelos de
Cassini y del Almanaque Nautico muestran una variabilidad considerable, indicando que el error de
estos modelos cambia significativamente entre los distintos casos atmosféricos considerados en el
estudio.

En cambio, el modelo de Bennett presenta en estas mismas alturas una distribucién mucho mas
concentrada, con cajas significativamente mas pequenas y valores extremos mucho més contenidos. Esto
indica que, ademas de presentar errores generalmente menores, su comportamiento es también mas
estable frente a los distintos escenarios atmosféricos considerados.

A medida que aumenta la altura aparente, la dispersion de los errores disminuye progresivamente
para todos los modelos. A partir de aproximadamente 45°-60°, las cajas se reducen considerablemente y
las diferencias entre modelos se vuelven mucho menores.
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En general, la grafica refuerza lo observado a partir de las tablas y de los casos atmosféricos
analizados previamente. Mientras que el modelo de Bennett destaca por su menor dispersion y mayor
estabilidad en todo el rango de alturas, los modelos de Cassini y del Almanaque Nautico presentan una
mayor variabilidad en sus errores, especialmente en las alturas mas bajas, donde la refraccion es mas
intensa.

4.2.4 CDF del error

La Figura 4-14 es la grafica que muestra la funcion de distribucion acumulada (CDF) del error para
los tres modelos analizados tomando como referencia el modelo por capas. Este tipo de representacion
permite visualizar, para cada valor de error en el eje horizontal, qué fraccion de los casos presenta un
error menor o igual a ese valor, ofreciendo asi una vision global del comportamiento de los modelos en
el conjunto completo de situaciones estudiadas.

CDF del error (ref: capas)
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Figura 4-14 Grafica de CDF del error (autoria propia)

El rasgo mas evidente es el claro desplazamiento hacia la izquierda de la curva correspondiente al
modelo de Bennett, lo que indica que la mayoria de sus errores son significativamente menores que los
de los otros modelos. Una gran proporcion de los casos se concentra por debajo de valores de error muy
reducidos, por lo que Bennet es, en términos generales, el modelo mas preciso dentro del dominio
analizado.

Por su parte, la curva del modelo de Cassini y la del modelo del Almanaque Nautico presentan un
comportamiento muy similar entre si a lo largo de casi todo el rango de errores. Ambas muestran una
acumulacion mas gradual, lo que indica una mayor dispersion en los valores de error.

En la parte derecha de la grafica se aprecia que los errores maximos alcanzados por Cassini y por el
Almanaque Nautico son sensiblemente mayores que los de Bennett. Esto refleja la presencia de casos
extremos donde estos modelos se desvian con mayor intensidad respecto al modelo por capas.

En general, esta representacion proporciona una vision estadistica global del comportamiento de los
modelos, permitiendo identificar de forma preliminar cuél de ellos concentra una mayor proporcion de
errores pequenos.

4.3 Analisis de sensibilidad detallado

En este apartado se aborda un andlisis mas detallado del comportamiento de los modelos de
refraccion considerados mediante herramientas graficas que permiten evaluar de forma conjunta los 252
casos simulados. Tras el estudio previo de las graficas de refraccion y error absoluto en funcién de la
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altura aparente, se recurre ahora a representaciones que facilitan una interpretacion mas global de los
resultados obtenidos.

En primer lugar, se analizan mapas de calor del error absoluto, en los que se representan
simultdneamente los resultados correspondientes a las distintas combinaciones de presion'y temperatura
para cada altura aparente considerada. Estas representaciones permiten identificar de manera directa en
qué region del espacio de condiciones atmosféricas los errores de cada modelo son reducidos, moderados
o elevados, proporcionando una vision sintética del comportamiento de los modelos en todo el dominio
de estudio.

Complementariamente, se estudian mapas de calor de precision, en los que se indica para cada
combinacion de condiciones atmosféricas cual de los modelos empiricos presenta el menor error
respecto al modelo de referencia por capas.

Posteriormente, se realiza un andlisis de sensibilidad del error respecto a las variaciones de
temperaturay presion, con el objetivo de evaluar como afectan estas variables atmosféricas a la precision
de los modelos empiricos. Dado que la representacion individual de las distintas combinaciones de
presion y temperatura dificultaria la identificacion de patrones globales, se ha optado por seleccionar
una muestra representativa de nueve combinaciones de temperatura y presion. Esta muestra se construye
a partir de tres valores caracteristicos de temperatura (-20°C, 10°C y 40°C) y tres valores de presion (950
hPa,1013 hPay 1050 hPa).

Esta seleccion incluye un caso estandar, varios escenarios atmosféricos extremos y diversas
situaciones intermedias, lo que permite cubrir todo el rango de temperaturas y presiones considerado en
el estudio. De este modo, el andlisis de sensibilidad puede identificar las tendencias generales en el
comportamiento de los modelos sin perder claridad expositiva ni sobrecargar la interpretacién con un
nimero excesivo de casos individuales.

4.3.1 Mapas de calor: Altura aparente 10°

A continuacion, se procede a analizar e interpretar los mapas de calor correspondientes a una altura
aparente de 10° de los modelos empiricos analizados en este estudio.

La Figura4-15es el mapa de calor del modelo de Cassini muestra que la mayoria de los casos se
sittian en el intervalo de error moderado o incluso inaceptable. Los valores nimios aparecen inicamente
en un numero muy reducido de combinaciones de presion y temperatura, concentradas principalmente
en condiciones cercanas a presion baja y temperaturas moderadas. Por el contrario, los errores
inaceptables se concentran especialmente en escenarios de temperatura elevada, donde el modelo
muestra sus mayores desviaciones. Este patron coincide con lo observado anteriormente: en alturas
cercanas al horizonte el modelo de Cassini presenta su peor comportamiento, debido a las limitaciones
de su formulacion simplificada.

Ademas, se observa que la distribucion de los errores no es uniforme dentro del dominio analizado,
sino que presenta variaciones claras en funcion de las combinaciones de presion y temperatura
consideradas. En particular, las zonas asociadas a errores mas elevados ocupan una mayor extension
dentro del mapa, mientras que las regiones de error nimio aparecen de forma mas localizaday limitada.

De igual modo, el mapa de calor permite identificar de manera visual la transicion entre los distintos
rangos de error definidos, aprecidndose con claridad las areas donde se produce el cambio de un
comportamiento moderado a inaceptable.
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Err_cassini (min) a = 10° (ref: capas)
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Figura 4-15 Mapa de calor correspondiente a una altura aparente de 10° utilizando el modelo de Cassini
(autoria propia)

La Figura 4-16 es el mapa de calor correspondiente al modelo del Almanaque Nautico muestra un
comportamiento mixto. Los errores nimios aparecen principalmente en temperaturas intermedias,
abarcando practicamente todo el rango de presiones considerado. Este resultado indica que el modelo
puede ofrecer buenas aproximaciones incluso a alturas bajas cuando las condiciones atmosféricas se
mantienen proximas a aquellas para las que fue calibrado. Por el contrario, los errores inaceptables
aparecen sobre todo en escenarios mas alejados de esas condiciones, particularmente en combinaciones
de temperaturas extremas y presiones altas. En general, el patron confirma que el modelo del Almanaque
Néutico mantiene un comportamiento razonable dentro de su dominio de validez, aunque su precision
se degrada cuando las condiciones atmosféricas se alejan de dicho entorno.

Err_an (min) a = 10° (ref: capas)
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Figura 4-16 Mapa de calor correspondiente a una altura aparente de 10° utilizando el modelo del Almanaque
Ndutico (autoria propia)

La Figura 4-17 es el mapa de calor correspondiente al modelo de Bennett para una altura aparente de
10° muestra un comportamiento uniforme, ya que todos los casos aparecen clasificados como errores
nimios en todo el rango de presiones y temperaturas analizado. La ausencia de zonas amarillas o rojas
indica que el modelo mantiene alta precision incluso en las condiciones atmosféricas mas extremas
consideradas para esta baja altura. Este resultado confirmalo observado previamente tanto en las tablas
globales de error como en varios de los casos individuales analizados, donde el modelo de Bennett tendia
a proporcionar las aproximaciones mas cercanas al modelo por capas. En consecuencia, para alturas
cercanas al horizonte, Bennett se presenta como el modelo mas robusto frente a variaciones
meteoroldgicas dentro del conjunto de condiciones estudiadas.
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Figura 4-17 Mapa de calor correspondiente a una altura aparente de 10° utilizando el modelo de Bennett (autoria
propia)

4.3.2 Mapas de calor: Altura aparente 15°

Ahora se procede analizar los diferentes mapas de calor correspondientes a una altura aparente de
15°.

La Figura 4-18 (a) es el mapa de calor del modelo de Cassini muestra una mejora respecto al caso de
10°, aunque siguen apareciendo regiones con errores elevados. Los errores nimios se concentran
principalmente en el rango de temperaturas de -10°C y 20°C y se distribuyea lo largo de practicamente
todo el rango de presiones analizado. En cambio, lo errores inaceptables aparecen en condiciones mas
extremas, especialmente para temperaturas altas combinadas con presiones bajas. Resulta interesante
que la distribucion espacial de los errores en este mapa recuerda al patron que se suele esperar en el
modelo del Almanaque Nautico, donde las aproximaciones mas precisas también tienden a concentrase
en condiciones atmosféricas moderadas. No obstante, en el modelo de Cassini este comportamiento es
mas irregular a causa de su formulacion mas simple.

La Figura4-18 (b) es el mapa de calor del modelo del Almanaque Nautico muestra un comportamiento
parecido al observado en Cassini. Los errores nimios se concentran en temperaturas intermedias, en un
intervalo entre -10°C y 20°C, distribuyéndose ademas en distintos valores de presion dentro del rango
analizado. Por el contrario, los errores inaceptables aparecen en condiciones mas alejadas de ese entorno,
especialmente en temperaturas muy altas combinadas con presiones bajas, donde el modelo se aleja con
mayor claridad del modelo por capas. Este patron resulta coherente con la naturaleza del modelo del
Almanaque Nautico, que esté ajustado a condiciones atmosféricas moderadas, por lo que su precision
tiende a ser mayor cuando las condiciones se mantienen dentro de ese intervalo intermedio, algo ya
observado anteriormente.

Err_cassini (min) a = 15° (ref: capas) Err_an (min) a = 15° (ref: capas)
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Figura 4-18 Mapas de calor correspondiente a una altura aparente de 15° utilizando el modelo del Almanaque
Nautico y el modelo de Cassini (autoria propia)

La Figura4-19 es el mapa de calor correspondiente al modelo de Bennett muestra un comportamiento
claramente dominado por errores nimios en la mayor parte del espacio de condiciones atmosféricas
analizado. Las zonas verdes abarcan practicamente todo el rango de presionesy la mayor parte de las
temperaturas, lo que indica una aproximacién muy consistente al modelo por capas. Unicamente
aparecen errores moderados en temperaturas altas, especialmente a partir de 30°C, donde el modelo
comienzaa desviarse ligeramente. En conjunto, este patron confirma lo observado en las tablas globales
de errory en los analisis anteriores, donde Bennett tendia a ofrecer las aproximaciones mas estables y
precisas dentro del conjunto de modelos considerados.

Err_bennett (min) a = 15° (ref: capas)
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Figura 4-19 Mapa de calor correspondiente a una altura aparente de 15° utilizando el modelo de Bennett (autoria
propia)

4.3.3 Mapas de calor: Altura aparente 30°

La Figura 4-20 (a) es el mapa de calor del modelo de Cassini a esta altura aparente muestra un
comportamiento claramente mas estable que en las alturas inferiores analizadas previamente. Los errores
nimios se concentran en temperaturas entre -20°C y 20°C, abarcando ademas una parte significativa del
rango de presiones considerado. A diferencia de los casos de 10° y 15° desaparecen los errores
inaceptables y el patron general pasa a estar dominado por errores bajos o moderados. Este resultado
muestra que, al aumentar la altura aparente, el modelo de Cassini mejora notablemente su aproximacion
al modelo por capas.

La Figura 4-20 (b) es el mapa de calor correspondiente al modelo del Almanaque Nautico para 30° de
altura aparente muestra un comportamiento muy similar al observado en Cassini para esta misma altura,
aunque con una distribucion de errores ligeramente mas regular. Los errores nimios se concentran en un
intervalo de temperaturas entre -20°C y 20°C, extendiéndose ademas en todo el rango de presiones
analizado. Al igual que ocurria en el mapa anterior, desaparecen los errores inaceptables, predominando
valores bajos y moderados. Este patron refuerza la tendencia ya observada anteriormente que al aumentar
la altura aparente, la precision del modelo mejora y la influencia de las condiciones atmosféricas
extremas se reduce, aproximandose de forma mas consistente al modelo por capas.
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Err_cassini (min) a = 30° (ref: capas) Err_an (min) a = 30° (ref: capas)
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Figura 4-20 Mapa de calor correspondiente a una altura aparente de 30° utilizando el modelo del Almanaque
Nautico y de Cassini (autoria propia)

La Figura 4-21 es el mapa de calor correspondiente al modelo de Bennett el cual muestra un
comportamiento completamente uniforme, ya que todos los casos presentan errores nimios en todo el
rango de presionesy temperaturas analizado. A diferencia de lo observado en los modelos de Cassini y
del Almanaque Nautico, no aparecen zonas con errores moderados ni tampoco presenta zonas con
errores inaceptables, lo que refleja una aproximacion muy consistente al modelo por capas. Este
resultado refuerza lo observado en las Figuras de 10° y de 15° como en los analisis globales previos,
donde el modelo de Bennett se mostraba como el mas robusto frente a variaciones en las condiciones
atmosféricas.

Err_bennett (min) a = 30° (ref: capas)
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Figura 4-21 Mapa de calor correspondiente a una altura aparente de 30° utilizando el modelo de Bennett (autoria
propia)

4.3.4 Mapas de calor: Altura aparente 45°

La Figura 4-22 (a) es el mapa de calor del modelo de Cassini para una altura aparente de 45° donde se
muestra una mejora adicional respecto a los casos anteriores. Los errores nimios domina claramente el
mapa, extendiéndose por todo el rango de temperaturas y de presiones analizado. Los errores moderados
quedan relegados, en su mayoria, a temperaturas mas altas y un par de casos a las temperaturas mas
bajas y presiones mas altas. En comparacion con los mapas de alturas inferiores, se observa una mayor
homogeneidad en la distribucion de errores bajos, lo que refuerza la tendencia de que a medida que la
altura aparente aumenta, el modelo de Cassini mejora su aproximacion al modelo por capas y la
influencia de las condiciones atmosféricas se reduce.
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La Figura 4-22 (b) corresponde al mapa de calor del modelo del Almanaque Nautico el cual presenta
un patron igual al observado en la Figura 4-21. La distribucion de errores nimios y moderados es
exactamente idéntica en la Figura 4-21y la Figura 4-22,ademas de que en ambas no aparece ningtn solo
error inaceptable. En cuanto a los casos anteriores del modelo del Almanaque Nautico se observa la
misma tendencia que en los casos del modelo de Cassini donde a medida que la altura aparente, la
aproximacion al modelo por capas mejora y la influencia de las condiciones atmosféricas extremas
disminuye.

Err_an (min) a = 45° (ref: capas)
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Figura 4-22 Mapa de calor correspondiente a una altura aparente de 45° utilizando el modelo del Almanaque
Nautico y de Cassini (autoria propia)

En la Figura 4-23 es el mapa de calor del modelo de Bennett. En este mapa al igual que en la Figura
4-17 y en la Figura 4-21 se observa que todos los casos presentan un error nimio respecto al modelo por
capas, reforzando la idea de que el modelo de Bennett es el mas robusto de todos los modelos empiricos
de estudio.

Err_bennett (min) a = 45° (ref: capas)
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Temperatura (°C)
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Figura 4-23 Mapa de calor correspondiente a una altura aparente de 45° utilizando el modelo de Bennett (autoria
propia)

4.3.5 Mapas de calor: Altura aparente 60°

La Figura 4-24 (a) es el mapa de calor correspondiente al modelo de Cassini el cual muestra un
comportamiento practicamente uniforme. Los errores nimios dominan claramente el mapa en casi todo
el rango de temperaturas y presiones, quedando Unicamente un caso aislado de error moderado en
condiciones de temperatura muy alta y presion baja. En comparacion con las alturas inferiores analizadas
previamente, la distribucion de errores se vuelve aiin mas homogénea, lo que refleja que a grandes alturas
la refraccion atmosférica disminuye y las diferencias entre modelos se reducen notablemente. De este
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modo, incluso un modelo simple como Cassini reproduce con gran fidelidad el comportamiento del
modelo por capas en la mayor parte del dominio considerado.

En cuanto a la Figura 4-24 (b) corresponde con el mapa de calor del Almanaque Nautico el cual
presenta un comportamiento idéntico al observado en Cassini para esta misma altura. Los errores nimios
dominan claramente todo el dominio de presiones y temperaturas, apareciendo un Unico caso aislado,
coincidiendo con el mismo caso que en la Figura4-24, en condiciones de temperatura muy altay presion

baja. En este mapa de calor se refuerza la idea que alturas elevadas las diferencias entre modelos se
reducen considerablemente.

Err_cassini (min) a = 60° (ref: capas) Err_an (min) a = 60° (ref: capas)
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Figura 4-24 Mapa de calor correspondiente a una altura aparente de 60° utilizando el modelo del Almanaque
Nautico y de Cassini (autoria propia)

La Figura 4-25 corresponde con el mapa de calor del modelo de Bennett donde se observa el mismo
resultado que los ultimos mapas de calor analizados de este modelo donde todos los casos corresponden
con errores nimios, actuando este modelo otra vez como el méas robustoy proximo al modelo por capas.

Err_bennett (min) a = 60° (ref: capas)
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Figura 4-25 Mapa de calor correspondiente a una altura aparente de 60° utilizando el modelo de Bennett
(autoria propia)

4.3.6 Mapas de calor: Altura aparente 75°

La Figura 4-26 corresponde a los modelos de Cassini, Almanaque Nautico y Bennett,
respectivamente. En estos casos los tres mapas de calor tienen un comportamiento idéntico donde en
todos los escenarios presentan errores nimios. Confirmando la idea de que a medida que la altura
aparente, todos los modelos empiricos se aproximan al modelo por capas de referencia y confirmando
que la influencia de las condiciones atmosféricas disminuye a medida que se aumenta la altura aparente.
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Err_an (min) a = 75% (ref: capas)
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Figura 4-26 Mapas de calor correspondientes a una altura de 75° utilizando los modelos de Cassini, del Almanaque
Néautico y Bennett

4.3.7 Mapas de calor: Modelo mas preciso

La Figura 4-27 corresponde al mapa de calor de precision para una altura aparente de 10° el cual
muestra un resultado muy claro en cuanto al modelo més preciso en todo el dominio de condiciones
atmosféricas analizado. Todas las combinaciones de presion y temperatura aparecen representadas con
el color asociado al modelo de Bennett, lo que indica que este modelo presenta el menor error absoluto
respecto al modelo por capas en los casos considerados para esta altura. Este resultado es coherente con
lo observado anteriormente en los mapas de error y en los analisis globales, donde el modelo de Bennett
mostraba una mayor robustez frente a variaciones de presién y temperatura en comparacion con los otros
modelos analizados.

Modelo més preciso (Cassini,AN,Bennett) a=10°
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Figura 4-27 Mapa de calor de precision correspondiente a una altura aparente de 10° (autoria propia)
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La Figura 4-28 corresponde con el mapa de calor de precision a una altura aparente de 15° el cual
muestra una distribucion mas variada del modelo mas preciso en comparaciona la Figura 4-27. Aunque
el modelo de Bennett sigue dominando la mayor parte del dominio de presiones y temperaturas,
comienzan a aparecer regiones puntuales donde los modelos de Cassini y del Almanaque Nautico
presentan el menor error. En particular, el Almanaque Nautico empieza a dominar en la zona de
condiciones atmosféricas proximas a aquellas para las que fue calibrado, es decir, en torno a valores
meteoroldgicos intermediosy cercanos al entorno estandar. Por su parte, Cassini aparece como el modelo
mas preciso en algunos casos aislados. En general, este patron indica que, al aumentar la altura aparente,
las diferencias entre modelos se reducen y el dominio de Bennett deja de ser absoluto, aunque sigue
siendo el modelo més preciso en la mayor parte del espacio atmosférico.

Modelo mas preciso (Cassini, AN,Bennett) a=15°
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Figura 4-28 Mapa de calor de precision correspondiente a una altura aparente de 15° (autoria propia)

En la Figura 4-29 se presentan de forma conjunta los mapas de calor de precision correspondiente a
las alturas aparentes de 30°, 45°, 60°y 75°. Los cuatro mapas muestran la misma distribucion del modelo
mas preciso. En todos los casos, el modelo de Bennett aparece como el mas preciso en una parte
significativa del dominio atmosférico, especialmente en condiciones de temperatura extremasy a lo
largo de todo el rango de presiones analizado.

El modelo del Almanaque Nautico se identifica como el mas preciso en una region bien definida
correspondiente a condiciones atmosféricas intermedias, proximas a aquellas para las que fue calibrado.
Por su parte, el modelo de Cassini aparece como el mas preciso en zonas mas acotadas, principalmente
en condiciones de temperatura entre -20°y 10° y en todo el intervalo de presiones analizado.

La comparacion entre los distintos mapas pone de manifiesto que la distribucion de los modelos més
precisos se mantiene constante para todas las alturas consideradas a partir de los 30°, sin observarse
variaciones en el patron considerado.

Asimismo, en todos los mapas se aprecia una delimitacion clara de las regiones asociadas a cada
modelo, sin solapamientos relevantes entre ellas, lo que permite identificar de forma directa qué modelo
resulta mas preciso en cada combinacidén de parametros. Esta representacion favorece una lectura
ordenada de los resultados y facilita la comparacion entre los distintos escenarios considerados.

Por otro lado, la repeticion del mismo patrén en las distintas alturas pone de manifiesto que, dentro
del rango analizado, la distribucion del modelo mas preciso no presenta variaciones apreciables con la
altura aparente. De este modo, los mapas de calor proporcionan una visidén conjunta y sintética de los
resultados, permitiendo localizar de manera clara las zonas de predominio de cada modelo antes de
abordar su analisis en detalle.
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Figura 4-29 Mapas de calor de precision correspondiente a una altura aparente de30°,45°,60°y 75° (autoria propia)

4.3.8 Sensibilidad relativa del error: Temperaturas bajas (T=-20°C)

En la Figura 4-30, 1a cual refleja un caso correspondiente a condiciones frias y de baja presion (950
hPa), se observa que la sensibilidad del error es especialmente elevada en las alturas aparentes mas bajas,
particularmente en torno a 10° y 15°. En estas condiciones, el modelo del Almanaque Nautico muestra
una variacion del error considerable cuando se modifica la presion.

Sensibilidad relativa del error (ref: capas)\(P=950 hPa, T=-20°C) (ref: capas)
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Figura 4-30 Grafico de analisis de sensibilidad a T=-20°C y P=950 hPa (autoria propia)

Por el contrario, el modelo de Bennett presenta una respuesta mucho mas estable, con incrementos
del error claramente menores incluso cuando se varian simultaneamente la presion y la temperatura. A
medida que aumenta la altura aparente, la sensibilidad disminuye de forma progresiva en ambos
modelos. A partir de aproximadamente 45°-60°, las variaciones de presiony temperatura generan errores
muy reducidos, siguiendo la tendencia ya identificada en los analisis previos.

80



ANALISIS COMPARATIVO DE MODELOS DE REFRACCION ASTRONOMICA Y SU
IMPACTO EN LA PRECISION DE LA NAVEGACION ASTRONOMICA

La Figura 4-31 muestra la sensibilidad del error para la misma temperatura considerando ahora una
presion de 1013 hPa (préacticamente la estdndar). El comportamiento general mantiene el patron
observado en el caso anterior: las mayores variaciones del error se concentran nuevamente en alturas
aparentes bajas, mientras que la sensibilidad disminuye progresivamente a medida que aumenta la altura.

Sensibilidad relativa del error (ref: capas)\(P=1013 hPa, T=-20°C) (ref: capas)
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Figura 4-31 Grafico de analisis de sensibilidad a T=-20°C y P=1013 hPa (autoria propia)

El modelo del Almanaque Nautico continla mostrando las mayores variaciones del error,
especialmente cuando se modifica la presion, con diferencias mas acusadas en torno a 10° y 15°. En
cambio, el modelo de Bennett presenta una respuesta mas estable frente a las variaciones atmosféricas,
con incrementos del error claramente menores en todo el rango de alturas considerado.

A medida que la altura aparente aumenta, las diferencias entre escenarios se reducen de forma
notable y los errores asociados a las variaciones de presion y temperatura se vuelven muy pequefios,
confirmando la tendencia ya observada de que la sensibilidad de los modelos es mucho més significativa
en alturas proximas al horizonte.

La Figura4-32 muestra la sensibilidad del error considerando ahora una presion elevada de 1050 hPa.
El comportamiento observado sigue siendo muy similar al de las figuras anteriores: la sensibilidad de
error es mayor en alturas aparentes bajas, especialmente en torno a 10° y 15° y disminuye
progresivamente a medida que aumenta la altura.
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Figura 4-32 Grafico de analisis de sensibilidad a T=-20°C y P=1050 hPa (autoria propia)
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El modelo del Almanaque Nautico vuelve a presentar las mayores variaciones del error cuando se
modifica la presion, mientras que el modelo de Bennett mantiene un comportamiento més estable frente
a los cambios en las condiciones atmosféricas.

A partir de aproximadamente 45°-60°, los errores asociados a las variaciones de presion y
temperatura se reducen de forma notable, confirmando nuevamente que la sensibilidad de los modelos
es mucho menor en alturas aparentes elevadas.

4.3.9 Sensibilidad relativa del error: Temperaturas medias (T=10°C)

La Figura 4-33 muestra la sensibilidad relativa del error respecto al modelo por capas cuando la
presion se fija en 950 hPa, representando un escenario de presion inferior a la estandar. Al igual que en
el andlisis previo, se comparan tres situaciones: variaciéon Unicamente de la temperatura, variacion
unicamente de la presion y variacion simultdnea de ambas variables.

Sensibilidad relativa del error (ref: capas)\(P=950 hPa, T=10°C) (ref: capas)
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Figura 4-33 Grafico de analisis de sensibilidad a T=10°C y P=950 hPa (autoria propia)

En primer lugar, se observa que la sensibilidad del error vuelve a concentrarse principalmente en las
alturas aparentes mas bajas. A medida que aumenta la altura aparente, los valores de error medio
disminuyen progresivamente, situdndose en niveles reducidos a partir de aproximadamente 45°. Este
comportamiento es coherente con lo observado en los casos de temperaturas bajas y refleja la menor
influencia de las condiciones atmosféricas en la refraccion a mayores alturas aparentes.

Comparando los modelos empiricos, se aprecia que el modelo del Almanaque Nautico mantiene una
sensibilidad més acusada frente a las variaciones atmosféricas, particularmente cuando se considera la
variacion simultanea de temperatura y presion. Por el contrario, el modelo de Bennett muestra una
respuesta mas estable, con errores medios considerablemente menores a lo largo de todo el rango de
alturas analizado.

No obstante, en comparacién con los casos de temperatura baja analizados previamente, se aprecia
una ligera reduccion general de la sensibilidad del error, especialmente en las alturas mas bajas. Esto
sugiere que, en condiciones térmicas mas cercanas al estandar, los modelos empiricos tienden a
reproducir con mayor fidelidad el comportamiento del modelo por capas.

La Figura 4-34 presenta la grafica para el caso de presion 1013 hPa. El comportamiento general
mantiene la tendencia observada en la figura anterior. La sensibilidad del error es mayor en las alturas
aparentes mas bajas y disminuye progresivamente. A partir de 45°, los valores de error medio se reducen
de forma notable, indicando una menor influencia de las variaciones atmosféricas en estas regiones del
rango de alturas.
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Sensibilidad relativa del error (ref: capas)y(P=1013 hPa, T=10°C) (ref: capas)
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Figura 4-34 Grafico de analisis de sensibilidad a T=10°C y P=1013 hPa (autoria propia)

Una caracteristica destacable de la grafica es que cuando la presion se mantiene fija y unicamente
se varia la temperatura, el error absoluto medio resulta practicamente inapreciable en la escala de la
grafica. Esto indica que, en estas condiciones, la variacion de temperatura por si sola introduce errores
muy reducidos, de magnitud claramente inferior a los asociados a la variacion de la presioén o a la
variacion simultanea de ambas variables

En cuanto a la comparacion entre modelos, el Almanaque Nautico continiia mostrando una mayor
sensibilidad frente a las variaciones de temperatura y presion, particularmente cuando ambas variables
se modifican simultdneamente. Esta situacion se refleja en los valores mas elevados del error medio,
especialmente en las alturas aparentes mas bajas. Por el contrario, el modelo de Bennett mantiene un
comportamiento mas estable, con valores de error medio inferiores en todo el rango de alturas
considerado.

En general, el caso correspondiente a presion estandar confirma las tendencias observadas en el
escenario anterior, evidenciando que sensibilidad de los modelos empiricos estd dominada
principalmente por las variaciones de presion y por alturas aparentes bajas mientras que el efecto aislado
de la temperatura resulta comparativamente menor.

La Figura 4-35 muestra el analisis de sensibilidad del error para el caso de presion elevada, de 1050
hPa. El patron general vuelve a reproducirse, la sensibilidad del error es mayor en las alturas aparentes
mas bajas, disminuyendo progresivamente conforme aumenta la altura aparente.
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Sensibilidad relativa del error (ref: capas)\(P=1050 hPa, T=10°C) (ref: capas)
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Figura 4-35 Grafico de analisis de sensibilidad a T=10°C y P=1050 hPa (autoria propia)

Al igual que en los casos analizados previamente, se observa que cuando la presidon se mantiene fija
y Unicamente se varia la temperatura, el error absoluto medio resulta practicamente inapreciable en la
escala de la grafica, lo que indica que la temperatura, considerada de forma aislada, tiene un impacto
muy limitado en la precision de los modelos.

Por el contrario, las variaciones de presion muestran una influencia considerablemente mayor,
especialmente en el modelo del Almanaque Nautico, que vuelve a presentar los mayores niveles de
sensibilidad, sobre todo cuando temperatura y presion se modifican simultdneamente. El modelo de
Bennett, en cambio, mantiene un comportamiento mas estable, con errores medios sistematicamente
inferiores a lo largo de todo el rango de alturas consideradas.

En conjunto, los resultados obtenidos en este bloque indican que, en condiciones de temperatura
media, la sensibilidad de los modelos empiricos esta dominada principalmente por las variaciones de
presion y por las alturas aparentes bajas, mientras que el efecto aislado de la temperatura resulta
comparativamente reducido.

4.3.10 Sensibilidad relativa del error: Temperatura alta (T=40°C)

Tras analizar los casos correspondientes a temperaturas bajas y medias, se procede ahora a evaluar
el comportamiento de los modelos en condiciones de temperatura elevada. Este escenario representa una
atmoésferamas caliday, por tanto, generalmente menos densa, lo que permite estudiar como afectan estas
condiciones a la sensibilidad de los modelos frente a variaciones de presion y temperatura.

La Figura 4-36 muestra el andlisis de sensibilidad del error para el caso de presion fija de 950 hPa.
En este escenario se observa nuevamente que la sensibilidad del error es mayor en las alturas aparentes
mas bajas, disminuyendo de forma progresiva conforme aumenta la altura aparente. Este
comportamiento sigue la misma tendencia identificada en los subapartados anteriores, donde la
influencia de las condiciones atmosféricas se reduce a medida que la trayectoria Optica atraviesa regiones
menos densas de la atmosfera.
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Sensibilidad relativa del error (ref: capas)\(P=950 hPa, T=40°C) (ref: capas)
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Figura 4-36 Grafico de analisis de sensibilidad a T=40°C y P=950 hPa (autoria propia)

No obstante, en comparacion con los casos analizados previamente, se aprecia que las variaciones
de presion adquieren aqui una influencia mas marcada, especialmente en el modelo del Almanaque
Nautico. Cuando se modifica inicamente la presion manteniendo la temperatura fija, los valores de error
medio alcanzan los maximos del grafico, lo que pone de manifiesto la elevada sensibilidad de este
modelo frente a cambios en la presion atmosférica bajo condiciones de temperatura elevada.

Por el contrario, cuando la presion se mantiene fija inicamente se varia la temperatura, los valores
de error medio resultan muy reducidos y apenas apreciables en la escala de la grafica, confirmando
nuevamente que la influencia aislada de la temperatura es significativamente menor que la asociada a
las variaciones de presion.

En cuanto al comportamiento relativo de los modelos, el modelo de Bennett mantiene una respuesta
mas estable, con errores medios sensiblemente inferiores a los del Almanaque Néutico a lo largo de todo
el rango de alturas consideradas. Esta diferencia es especialmente evidente en las alturas mas bajas,
donde la sensibilidad atmosférica es mayor.

En general, este caso confirma que, incluso en condiciones de temperatura elevada, la presion
continua siendo el parametro atmosférico que mayor impacto tiene sobre la precision de los modelos
empiricos, mientras que la variacion aislada de la temperatura produce efectos comparativamente mas
reducidos.

La Figura 4-37 muestra el andlisis de sensibilidad del error para el caso de presion estandar, es decir,
una presion de 1013 hPa. Este escenario permite evaluar el comportamiento de los modelos bajo
condiciones térmicas alejadas del estdndar, manteniendo una presion representativa de condiciones
atmosféricas medias.

El comportamiento general reproduce nuevamente la tendencia observada en los casos anteriores:
la sensibilidad del error es mayor en las alturas aparentes mas bajas, disminuyendo de forma progresiva
conforme aumenta la altura aparente.

85



PABLO ROBERTO SUAREZ RUIZ

Sensibilidad relativa del error (ref: capas)\(P=1013 hPa, T=40°C) (ref: capas)

AN: variar T (P fija)
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Figura 4-37 Grafico de analisis de sensibilidad a T=40°C y P=1013 hPa (autoria propia)

Al igual que en la Figura 4-34, se observa que cuando la presion se mantiene fija y inicamente se
variala temperatura, el error absoluto medio resulta practicamente inapreciable en la escala de la grafica.
Este resultado confirma que la temperatura, considerada de forma aislada, tiene una influencia
relativamente limitada en la precision de los modelos en comparacion con la presion.

En cambio, las variaciones de presion continllan mostrando el mayor impacto sobre el error,
especialmente en el modelo del Almanaque Nautico, donde los valores de error medio alcanzan los
niveles mas elevados del grafico. Este comportamiento pone de manifiesto la mayor sensibilidad frente
a cambios de presion atmosférica cuando las condiciones térmicas se alejan del entorno estandar.

El modelo de Bennett mantiene un comportamiento mas estable, con errores medios
sistematicamente inferiores a los del Almanaque Nautico a lo largo de todo el rango de alturas
consideradas. Esta diferencia vuelve a ser mas evidentes en las alturas mas bajas donde la influencia de
las condiciones atmosféricas es mayor.

Este caso refuerza la tendencia observada en el andlisis previo: incluso en condiciones de
temperatura elevada, la presion contintia siendo el parametro atmosférico que mayor influencia ejerce
sobre la precision de los modelos empiricos, mientras que el efecto aislado

La Figura 4-38 muestra el analisis de sensibilidad del error para el caso de presion elevada (1050 hPa)
y temperatura alta. Este escenario representa una atmosfera calida, pero con mayor densidad debido al
incremento de presion, lo que permite evaluar la influencia combinada de ambas variables sobre la
estabilidad de los modelos.
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Sensibilidad relativa del error (ref: capas)P=1050 hPa, T=40°C) (ref: capas)
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Figura 4-38 Grafico de analisis de sensibilidad a T=40°C y P=1050 hPa (autoria propia)

Al igual que en los casos anteriores, se observa que la sensibilidad del error se concentra
principalmente en las alturas aparentes bajas y al ir aumentando la altura aparente los valores de error
medio se reducen notablemente.

Se vuelve a apreciar que cuando la presion permanece fija y inicamente se varia la temperatura, el
error absoluto medio es muy reducido, confirmando que la temperatura, considerada de forma aislada,
tiene una influencia limitada en la precision de los modelos empiricos.

Sin embargo, las variaciones de presion continllan mostrando el mayor impacto en la magnitud del
error, especialmente en el modelo del Almanaque Nautico, que presenta los valores de sensibilidad méas
elevados del grafico. Este comportamiento vuelve a evidenciar la mayor dependencia de este modelo
respecto a los cambios en las condiciones atmosféricas.

En contraste, el modelo de Bennett mantiene un comportamiento més estable, con valores de error
medio sistematicamente inferiores a los del Almanaque Nautico en todo el rango de alturas consideradas.
Esta diferencia se hace particularmente visible en las alturas aparentes mas bajas, donde la influencia de
las condiciones atmosféricas es mas significativa.

En conclusion, este tltimo caso confirma las tendencias observadas en las figuras anteriores para
temperatura elevada, reforzando la idea de que la presion es el pardmetro atmosférico que mayor
influencia ejerce en la sensibilidad de los modelos empiricos, mientras que el efecto aislado de la
temperatura resulta comparativamente menor.

4.4 Analisis por regiones maritimas

Con el objetivo de evaluar el comportamiento de los distintos modelos de refraccion atmosférica en
condiciones mas cercanas a larealidad operativa, se ha realizado un analisis adicional basado en regiones
maritimas representativas. Mientras que en los apartados anteriores se estudiaron casos de referencia
definidos por combinaciones especificas de presion y temperatura, este nuevo enfoque permite analizar
el rendimiento bajo condiciones climaticas reales.

Para ello se han utilizado datos climatoldgicos de presion y temperatura correspondientes al periodo
1981-2025 obtenidos de la base de datos NASA POWER. A partir de estos datos se han seleccionado
varias regiones maritimas de interés estratégico para la navegacion, en particular, para Espafia. Estas
zonas son el Atlantico Norte, el mar Mediterraneo, el mar Cantébrico, el golfo de Guinea, el océano
indico oriental y una region representativa del océano Artico.
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Los resultados se muestran en forma de tablas en las que, para cada region y para cada altura aparente
considerada, se recogen indicadores estadisticos de los distintos modelos respecto al modelo por capas.
A partir de estos valores se identifican los modelos que presentan un mejor comportamiento.

La Tabla 4-7 recoge una primera sintesis de los resultados obtenidos en el analisis por regiones
maritimas. En ella se recogen, para cada region considerada y para cada una de las alturas aparentes
analizadas (10° 15°, 30°, 45°, 60°y 75°), los errores medios y maximos de los modelos de Cassini, del
Almanaque Nautico y de Bennett respecto al modelo de refraccion por capas utilizado como referencia.

Zona Altura | E.med.C. | E.max.C | E.med.AN | E.max.AN | E.med.B | E.max.B | ganador media
(2) (‘) (‘) (‘) (‘) (‘) (‘)
Artico 10 0,2663 0,6309 0,4700 0,8346 0,0310 | 0,0472 Bennett
Artico 15 0,1649 0,4035 0,2232 0,4618 0,0840 | 0,0876 Bennett
Artico 30 0,0737 0,1841 0,0797 0,1900 0,0735 | 0,0751 Bennett
Artico 45 0,0423 0,1059 0,0435 0,1071 0,0463 | 0,0475 Cassini
Artico 60 0,0243 0,0611 0,0246 0,0614 0,0272 | 0,0278 Cassini
Artico 75 0,0113 0,0283 0,0113 0,0284 0,0121 | 0,0124 Cassini
Atlantico
Norte 10 0,2627 0,3654 0,0640 0,1618 0,0056 | 0,0143 Bennett
Atlantico
Norte 15 0,1814 0,2486 0,1232 0,1904 0,0982 | 0,1021 Bennett
Atlantico
Norte 30 0,0865 0,1177 0,0806 0,1117 0,0769 | 0,0781 Bennett
Atlantico
Norte 45 0,0502 0,0682 0,0490 0,0670 0,0479 | 0,0485 Bennett
Atlantico
Norte 60 0,0290 0,0394 0,0288 0,0391 0,0280 | 0,0284 Bennett
Atlantico
Norte 75 0,0135 0,0183 0,0134 0,0182 0,0125 | 0,0127 Bennett
Cantabrico 10 0,1915 0,3253 0,0593 0,1755 0,0043 | 0,0092 Bennett
Almanaque
Cantabrico 15 0,1348 0,2224 0,0770 0,1641 0,0950 | 0,0989 Ndutico
Almanaque
Cantabrico 30 0,0650 0,1055 0,0590 0,0995 0,0758 | 0,0769 Nautico
Almanaque
Cantabrico 45 0,0378 0,0611 0,0365 0,0599 0,0473 | 0,0479 Ndutico
Almanaque
Cantdbrico 60 0,0218 0,0353 0,0216 0,0351 0,0277 | 0,0280 Ndutico
Almanaque
Cantabrico 75 0,0101 0,0164 0,0101 0,0164 0,0124 0,0125 Nautico
Golfo de
Guinea 10 0,4440 0,5002 0,2403 0,2965 0,0160 | 0,0199 Bennett
Golfo de
Guinea 15 0,3001 0,3369 0,2419 0,2786 0,1017 | 0,1032 Bennett
Golfo de
Guinea 30 0,1415 0,1585 0,1355 0,1525 0,0774 | 0,0779 Bennett
Golfo de
Guinea 45 0,0819 0,0917 0,0807 0,0905 0,0481 | 0,0483 Bennett
Golfo de
Guinea 60 0,0473 0,0530 0,0471 0,0527 0,0281 | 0,0283 Bennett
Golfo de
Guinea 75 0,0220 0,0246 0,0219 0,0246 0,0126 | 0,0127 Bennett
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indico
oriental 10 0,4797 0,5849 0,2760 0,3812 0,0180 0,0247 Bennett
indico
oriental 15 0,3235 0,3924 0,2652 0,3341 0,1024 0,1048 Bennett
indico
oriental 30 0,1523 0,1842 0,1463 0,1782 0,0775 0,0781 Bennett
indico
oriental 45 0,0881 0,1066 0,0869 0,1053 0,0481 0,0484 Bennett
indico
oriental 60 0,0509 0,0616 0,0507 0,0613 0,0281 0,0283 Bennett
indico
oriental 75 0,0236 0,0286 0,0236 0,0285 0,0126 0,0127 Bennett
Mediterrane
o 10 0,2843 0,4735 0,0956 0,2698 0,0065 0,0188 Bennett
Mediterrane
o] 15 0,1955 0,3194 0,1373 0,2612 0,0975 0,1030 Bennett
Mediterrane
(o] 30 0,0931 0,1504 0,0871 0,1444 0,0764 0,0779 Bennett
Mediterrane
o] 45 0,0540 0,0871 0,0528 0,0859 0,0476 0,0484 Bennett
Mediterrane
o 60 0,0312 0,0503 0,0309 0,0500 0,0279 | 0,0283 Bennett
Mediterrdne
o] 75 0,0145 0,0234 0,0144 0,0233 0,0125 0,0127 Bennett

Tabla 4-7 Tabla por regiones maritimas de error medio y error maximo (autoria propia)

A partir de los valores mostrados puede observarse como varian los errores de los distintos modelos
a lo largo del rango de alturas considerado. En general, los errores medios tienden a ser mayores en las
alturas mas bajas y disminuyen progresivamente a medida que aumenta la altura aparente. Esta tendencia
se aprecia de forma similar en las distintas regiones analizadas, aunque con diferencias en la magnitud
de los errores entre modelos.

Como ejemplo, en la region del Atlantico Norte para una altura aparente de 10° se observa una
diferenciaclara entre los errores medios de los distintos modelos, siendo uno de ellos el que presenta el
menor error medio y aparece identificado en la tabla como modelo ganador para esa altura. Del mismo
modo, para alturas mas elevadas, como 60° o 75° los errores medios de los modelos tienden a ser mas
reducidos y las diferencias entre ellos resultan menores.

Por otra parte, los valores del error madximo permiten apreciar la amplitud de las desviaciones que
pueden alcanzarse en determinadas condiciones dentro de cada region. En algunos casos, el error
maximo se mantiene relativamente proximo al error medio, mientras que en otros se observa una
diferencia mas acusada entre ambos valores, lo que refleja una mayor variabilidad en los errores
registrados.

La Tabla 4-8 recoge los resultados del analisis basado en el percentil 95 de los errores obtenidos por
los modelos de Cassini, del Almanaque Néutico y de Bennett respecto al modelo de referencia. Al igual
que en la tabla anterior, los resultados se presentan para cada una de las regiones maritimas consideradas
y para el conjunto de alturas aparentes analizadas (10°, 15°, 30°, 45°, 60° y 75°). Para cada combinacion
de regidny altura aparente se muestra el valor del error correspondiente al percentil 95 para cadamodelo,
asi como el modelo que presenta el menor valor de este indicador.

Zona Altura (2) | E.p95.C (') | E.p95.AN (') | E.p95.B(') | ganador_p95
Artico 10 0,5204 0,7241 0,0423 Bennett
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Artico 15 0,3312 0,3895 0,0870 Bennett
Artico 30 0,1506 0,1566 0,0742 Bennett
Artico 45 0,0866 0,0879 0,0468 Bennett
Artico 60 0,0500 0,0502 0,0275 Bennett
Artico 75 0,0232 0,0232 0,0122 Bennett
Atlantico Norte 10 0,3496 0,1459 0,0120 Bennett
Atlantico Norte 15 0,2383 0,1800 0,1010 Bennett
Atlantico Norte 30 0,1129 0,1069 0,0778 Bennett
Atlantico Norte 45 0,0654 0,0642 0,0484 Bennett
Atlantico Norte 60 0,0378 0,0375 0,0283 Bennett
Atlantico Norte 75 0,0176 0,0175 0,0127 Bennett
Cantabrico 10 0,2910 0,1160 0,0075 Bennett
Cantabrico 15 0,1999 0,1416 0,0980 Bennett
Cantabrico 30 0,0951 0,0891 0,0767 Bennett
Cantabrico 45 0,0551 0,0539 0,0478 Bennett
Cantdbrico 60 0,0319 0,0316 0,0280 Bennett
Cantabrico 75 0,0148 0,0148 0,0125 Bennett
Golfo de Guinea 10 0,4810 0,2774 0,0184 Bennett
Golfo de Guinea 15 0,3244 0,2661 0,1026 Bennett
Golfo de Guinea 30 0,1527 0,1467 0,0776 Bennett
Golfo de Guinea 45 0,0884 0,0872 0,0482 Bennett
Golfo de Guinea 60 0,0511 0,0508 0,0282 Bennett
Golfo de Guinea 75 0,0237 0,0237 0,0126 Bennett
indico oriental 10 0,5621 0,3584 0,0228 Bennett
indico oriental 15 0,3775 0,3192 0,1041 Bennett
indico oriental 30 0,1773 0,1713 0,0779 Bennett
indico oriental 45 0,1026 0,1014 0,0483 Bennett
indico oriental 60 0,0593 0,0590 0,0283 Bennett
indico oriental 75 0,0275 0,0275 0,0127 Bennett
Mediterrdneo 10 0,4255 0,2219 0,0156 Bennett
Mediterraneo 15 0,2880 0,2298 0,1018 Bennett
Mediterraneo 30 0,1359 0,1299 0,0776 Bennett
Mediterrdneo 45 0,0787 0,0775 0,0482 Bennett
Mediterraneo 60 0,0455 0,0452 0,0282 Bennett
Mediterraneo 75 0,0211 0,0211 0,0126 Bennett

Tabla 4-8 Tabla por regiones maritimas de percentil 95 (autoria propia)

El percentil 95 representa el valor de error por debajo del cual se encuentra el 95% de los casos
analizados, es decir, este indicador permite estimar el nivel de error que solo es superado por un 5% de
las situaciones, proporcionando asi una referencia de los errores elevados que pueden aparecer dentro
del conjunto de condiciones consideradas. De este modo, mientras que el error medio describe el
comportamiento promedio de los modelos, el percentil 95 permite evaluar su comportamiento en
situaciones menos favorables dentro del conjunto de datos analizados.

De forma similar a lo observado en la tabla anterior, los valores del percentil 95 tienden a ser mas
elevados en las alturas aparentes mas bajas y disminuyen a medida que aumenta la altura aparente,
aunque con diferencias entre modelos y regiones. Ademas, se observa como en este indicador estadistico
el modelo de Bennett es el que presenta mejores resultados en toda la Tabla 4-8.
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En la Tabla 4-9 se presentan los valores de la mediana de los errores obtenidos en los distintos
modelos de estudio respecto al modelo de referencia. La mediana representa el valor central de los
errores obtenidos, de forma que la mitad de los casos presenta errores inferiores a dicho valor y la otra
mitad errores superiores. Este indicador permite describir el comportamiento tipico de los modelos sin
que el resultado se vea afectado por valores extremos o situaciones particulares dentro del conjunto de
datos analizado.

A diferencia de las tablas anteriores, en este caso no se incluye la identificacion de un modelo
ganador a partir de la mediana de los errores. Esto se debe a que la mediana se emplea principalmente
como un indicador descriptivo del comportamiento tipico de los errores. En este contexto, su utilidad
radica en proporcionar unareferencia adicional sobre la magnitud habitual de los errores de cada modelo,
complementando la informacion obtenida a partir del error medio y del percentil 95. Por este motivo, la
comparacion directa entre modelos se realiza en las tablas anteriores, donde se utilizan indicadores mas
adecuados para establecer un criterio de mejor comportamiento.

Zona Altura (2) | E.mediana.C (') | E.mediana.AN(') | E.mediana.B(')
Artico 10 0,2622 0,4659 0,0312
Artico 15 0,1623 0,2205 0,0837
Artico 30 0,0725 0,0784 0,0736
Artico 45 0,0415 0,0428 0,0463
Artico 60 0,0239 0,0242 0,0272
Artico 75 0,0111 0,0111 0,0121
Atlantico Norte 10 0,2575 0,0545 0,0047
Atlantico Norte 15 0,1780 0,1198 0,0979
Atlantico Norte 30 0,0850 0,0790 0,0769
Atlantico Norte 45 0,0493 0,0481 0,0479
Atlantico Norte 60 0,0285 0,0282 0,0280
Atlantico Norte 75 0,0132 0,0132 0,0125
Cantabrico 10 0,1894 0,0576 0,0046
Cantdbrico 15 0,1334 0,0752 0,0945
Cantdbrico 30 0,0643 0,0584 0,0758
Cantdbrico 45 0,0374 0,0362 0,0474
Cantdbrico 60 0,0216 0,0214 0,0277
Cantdbrico 75 0,0101 0,0100 0,0124
Golfo de Guinea 10 0,4490 0,2454 0,0162
Golfo de Guinea 15 0,3034 0,2451 0,1017
Golfo de Guinea 30 0,1430 0,1370 0,0774
Golfo de Guinea 45 0,0828 0,0816 0,0481
Golfo de Guinea 60 0,0478 0,0476 0,0281
Golfo de Guinea 75 0,0222 0,0222 0,0126
Indico oriental 10 0,4811 0,2775 0,0184
Indico oriental 15 0,3244 0,2662 0,1025
Indico oriental 30 0,1527 0,1468 0,0775
Indico oriental 45 0,0884 0,0872 0,0481
Indico oriental 60 0,0511 0,0508 0,0281
Indico oriental 75 0,0237 0,0237 0,0126
Mediterraneo 10 0,2758 0,0744 0,0044
Mediterraneo 15 0,1899 0,1317 0,0970
Mediterraneo 30 0,0905 0,0845 0,0763
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Mediterraneo 45 0,0525 0,0513 0,0476
Mediterraneo 60 0,0304 0,0301 0,0278
Mediterraneo 75 0,0141 0,0140 0,0124

Tabla 4-9 Tabla por regiones maritimas de mediana del error (autoria propia)

A partir de los valores recogidos, se observa que, aunque metodoldgicamente no se ha definido un
modelo ganador en funcion de la mediana, el modelo de Bennett presenta de forma consistente las
medianas mas bajas en la mayoria de los casos, especialmente a bajas alturas aparentes (inferiores a 30°).

Por el contrario, a alturas elevadas (superiores a 45°), las diferencias entre modelos se reducen
notablemente, presentando valores de mediana muy proximos entre si. Este comportamiento indica que,
en este régimen, la influencia del modelo de refraccion sobre el error total es limitada, lo que es coherente
con la disminucién de la magnitud de la refraccion.

Por ultimo, la Tabla 4-10 recoge para cada region maritimay para cada altura aparente analizada, el
modelo que resulta ganador con mayor frecuencia, el segundo modelo mas frecuente y el valor de la
fraccion mejora. Esta magnitud permite complementar la informacion proporcionada en las tablas
anteriores, ya que no solo indica qué modelo presenta el menor error en términos medios o en una medida
estadistica concreta, sino también con qué frecuencia esa ventaja frente al segundo mejor modelo puede
considerarse relevante dentro del conjunto total de casos analizados.

La fraccion de mejora se calcula a partir de los errores individuales obtenidos para los tres modelos
en cada una de las combinaciones de afio y mes consideradas dentro del periodo 1981-2025, para una
region dada. En cada uno de esos casos se ordenan los tres errores y se identifican el menor de ellos,
correspondiente al modelo ganador, y el segundo menor, correspondiente al segundo mejor modelo. A
continuacion, se calcula la diferencia entre ambos errores y se comprueba si dicha diferencia supera el
umbral fijado de 0.1 minutos de arco. La fraccion mejora representa, por tanto, la proporcion de casos
en lo que el modelo ganador mejora al segundo modelo en més de ese umbral. De este modo, un valor
proximo a 1 indica que esa venta significativa aparece en casi todos los casos, mientras que un valor
proximo a 0 indica que apenas se da.

Zona Altura(?) Ganador Segundo Fraccion Mejora
Artico 10 Bennett Cassini 0,7630
Artico 15 Bennett Cassini 0,4352
Artico 30 Cassini Cassini 0,0111
Artico 45 Cassini Almanaque Nautico 0,0000
Artico 60 Cassini Almanaque Nautico 0,0000
Artico 75 Cassini Almanaque Nautico 0,0000
Atlantico Norte 10 Bennett Almanaque Nautico 0,2333
Atlantico Norte 15 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
Atlantico Norte 30 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
Atlantico Norte 45 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
Atlantico Norte 60 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
Atlantico Norte 75 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
Cantabrico 10 Bennett Almanaque Nautico 0,0167
Cantdbrico 15 Almanaque Nautico Bennett 0,0000
Cantabrico 30 Almanaque Nautico Cassini 0,0000
Cantabrico 45 Almanaque Nautico Cassini 0,0000
Cantabrico 60 Almanaque Nautico Cassini 0,0000
Cantabrico 75 Almanaque Nautico Cassini 0,0000
Golfo de Guinea 10 Bennett Almanaque Nautico 1,0000
Golfo de Guinea 15 Bennett Almanaque Nautico 0,9944
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Golfo de Guinea 30 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
Golfo de Guinea 45 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
Golfo de Guinea 60 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
Golfo de Guinea 75 Bennett Almanaque NAautico 0,0000
indico oriental 10 Bennett Almanaque Nautico 1,0000
indico oriental 15 Bennett Almanaque Nautico 0,9907
indico oriental 30 Bennett Almanaque Nautico 0,0019
indico oriental 45 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
indico oriental 60 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
indico oriental 75 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
Mediterraneo 10 Bennett Almanaque Nautico 0,4037
Mediterraneo 15 Bennett Almanaque Nautico 0,2111
Mediterraneo 30 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
Mediterraneo 45 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
Mediterrdneo 60 Bennett Almanaque Nautico 0,0000
Mediterraneo 75 Bennett Almanaque Nautico 0,0000

Tabla 4-10 Tabla por regiones maritimas de fraccién mejora (autoria propia)

Los resultados de la tabla muestran que los valores mas elevados de la fraccion mejora se concentran
principalmente en las alturas aparentes mas bajas. Frente a ello, en una parte importante de la tabla
aparecen valores iguales a 0. Esto no significa que no exista un modelo ganador, sino que, aunque en
esos casos pueda identificarse un modelo con menor error que los demas, la diferencia respecto al
segundo mejor modelo no supera el umbral de 0.1 minutos de arco en ninguno de los casos considerados.
En consecuencia, el valor nulo de la fraccion de mejora indica que la ventaja del modelo ganador sobre
el segundo modelo no alcanza el nivel fijado para considerarse significativa segln el criterio adoptado
en el estudio.

También se observan casos intermedios, en los que la fraccion mejora adopta valores reducidos,
pero no nulos. Por ejemplo, en el Artico a 30° se obtiene un valor de 0.0111, en el mar Cantabricoa 10°
un valor de 0.0167. Estos resultados indican que la mejora superior al umbral existe, pero solo en una
proporcién muy pequeiia de los casos analizados. De este modo, la tabla permite distinguir entre
situaciones en las que la superioridad del modelo ganador es sistematica, situaciones en las que esa
superioridad solo aparece de forma ocasional y situaciones en las que, aun existiendo un modelo
ganador, la diferencia respecto al segundo mejor modelo resulta siempre inferior al umbral establecido.

4.5 Impacto en el calculo de la posicion del observador mediante Navegacion
AstronOmica

Con el finde complementar el andlisis de los apartados anteriores y de cuantificar de manera directa
el impacto de los modelos de refraccion en las distintas zonas maritimas estudiadas, se ha desarrollado
un bloque especifico de simulacion geométrica del proceso de navegacion astrondmica.

Mientras que en los apartados previos se ha evaluado el comportamiento de los modelos en términos
de su distribucion bajo distintas condiciones atmosféricas y geograficas, en este apartado se traslada
dicho andlisis al dmbito operativo, reproduciendo el procedimiento completo de obtencion de una
posicion astrondmica a partir de la observacion de tres astros ficticios.

Para ello, se han definido una serie de escenarios representativos que permiten analizar de forma
controlada la influencia conjunta de la altura aparente, las condiciones atmosféricas y la geometria de
observacion. En concreto, se han seleccionado tres casos caracteristicos: un escenario de referenciabajo
condiciones estandar, un escenario critico correspondiente a condiciones de baja temperatura y alta
presion, y un escenario opuesto asociado a alta temperatura y baja presion.
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Cada uno de estos casos se ha evaluado bajo dos configuraciones geométricas distintas: una
geometria ideal, en la que las direcciones de observacion se distribuyen de forma dptima favoreciendo
una interseccion estable de las rectas de altura, y una geometria deficiente, caracterizada por una
distribucion angular poco favorable que conduce a soluciones geométricamente mas sensibles.

A partir de estas configuraciones, se simula el proceso de observacion astronomica tomando como
referencia una posicioén conocida, a partir de la cual se generan las alturas aparentes y se aplican los
distintos modelos de refraccién implementados en el trabajo. Los resultados obtenidos se presentan en
forma de tablas de error posicional y representaciones graficas de las rectas de altura, permitiendo
visualizar la solucion geométrica asociada a cada modelo en cada uno de los escenarios considerados.

Con este planteamiento se analiza de forma directa como las diferencias en la correccion por
refraccion se traducen en desviaciones en la posicidon final estimada, proporcionando una base
cuantitativa para la comparacion de los modelos en un contexto proximo a su aplicacion real en
navegacion astronoémica.

4.5.1 Escenario bajo condiciones estandar

En primer lugar, se presenta el caso de referencia correspondiente a condiciones atmosféricas
estandar, evaluado bajo una configuracion de geometria ideal. En esta disposicion, las direcciones de
observacion se han definido mediante acimuts separados uniformemente (0°, 120° y 240°), lo que
favorece una interseccion geométrica estable de las rectas de altura.

Las alturas aparentes consideradas son 15° 30° y 45° representativas del rango medio de
observacion en navegacion astronémica. A partir de estas condiciones, se ha simulado el proceso
completo de determinacion de la posicion del observador, aplicando los distintos modelos de refraccion
implementados en el trabajo. Ademads, en la Tabla 4-11 también se observa la correccion por refraccion
aplicada en cada altura considerada.

Modelo | a1 (2) |Z1(2)| E1(") |a2(2)|Z2(2)| E2(') |a3(2)|Z3(2)| E3(')
Cassini | 15 0 |0,0816| 30 120 (0,0404| 45 240 | 0,0236
AN 15 0 |0,0233| 30 120 |0,0344( 45 240 |0,0223

Bennett | 15 0 |0,0915| 30 120 (0,0747| 45 240 | 0,0467
Tabla 4-11 Tabla de observaciones y correcciones de geometria ideal (autoria propia)

En la Tabla4-12 recoge los resultados obtenidos para cada modelo en el escenario de geometria ideal.
En ella se incluyen, para cada una de las tres observaciones, las coordenadas de la posicion estimada en
millas nduticarespecto a la posicion de referencia y se presenta el error de posicionamiento resultante y
los indicadores geométricos asociados a la configuracion considerada.

Modelo | x (mn) | y (mn) | Error posicionamiento (mn) | Condicién | Rango
Cassini | 0,0097 | 0,0331 0,0345 1 2
AN 0,0070 | -0,0033 0,0077 1 2

Bennett | 0,0161 | 0,0205 0,0261 1 2

Tabla 4-12 Tabla de resultado de posicionamiento de geometria ideal (autoria propia)

Con el objetivo de complementar la informacion presentadaen las Tabla4-11y Tabla4-12, se incluyen
a continuacion las representaciones graficas de las rectas de altura correspondientes a cada modelo de
refraccion en el escenario considerado, es decir, las Figura 4-39, Figura 4-40 y Figura 4-41.
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Figura 4-39 Recta de altura de geometria ideal: modelo de Cassini (autoria propia)
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Figura 4-40 Recta de altura de geometria ideal: modelo del Almanaque Nautico (autoria propia)
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Figura 4-41 Recta de altura de geometria ideal: modelo de Bennett (autoria propia)

Ahora se presenta el mismo escenario, pero bajo una configuracion de geometria deficiente,

manteniendo las mismas condiciones atmosféricas y las mismas alturas aparentes consideradas
anteriormente.

En este caso, la geometria de observacion se define mediante acimuts proximos entre si, lo que da
lugar a una interseccion menos favorable de las rectas de altura. Esta configuracion permite evaluar la

influencia de la disposicion geométrica en la solucion de posicionamiento, manteniendo constantes el
resto de las variables del problema.

La Tabla 4-13 recoge los valores de las observaciones y las correcciones de refraccion aplicadas para
cada modelo, mientras que la Tabla 4-14 presenta las coordenadas de la posicion estimada, el error de
posicionamiento y los indicadores geométricas asociados.

Modelo | a1 (°)| Z1(°)| E1(') |a2(°)|Z2(°)| E2(') |a3(°)|Z3(°)| E3(')
Cassini | 15 0 |0.0816| 30 10 |0.0404| 45 20 |(0.0236
AN 15 0 |0.0233| 30 10 |0.0344| 45 20 |0.0223
Bennett | 15 0 |0.0915| 30 10 |0.0747| 45 20 |(0.0467
Tabla 4-13 Tabla de observaciones y correcciones de geometria deficiente (autoria propia)

Modelo | x(mn) | y(mn) | Error de posicionamiento (mn) | Condicién | Rango
Cassini | -0.1561 | 0.0772 0.1741 69.818 2
AN 0.0019 | 0.0271 0.0272 69.818 2

Bennett | -0.1145 | 0.0930 0.1475 69.818 2

Tabla 4-14 Tabla de resultado de posicionamiento de geometria deficiente (autoria propia)

Como con la anterior geometria, las Figura 4-42, Figura 4-43 y Figura 4-44, corresponden a las rectas
de altura de cada modelo de refraccion en la configuracion de geometria deficiente.
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Figura 4-42 Recta de altura de geometria deficiente: modelo de Cassini (autoria propia)
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Figura 4-43 Recta de altura de geometria deficiente: modelo del Almanaque Nautico (autoria propia)
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Figura 4-44 Recta de altura de geometria deficiente: modelo de Bennett (autoria propia)

4.5.2 Escenario bajo condiciones extremas (baja temperatura y alta presion)

Este escenario esta caracterizado por baja temperaturay alta presion. En este caso, se consideran
alturasde 10° 15°y 30°, representativasde observaciones a baja altura, donde el efecto de la refraccion
atmosférica adquiere mayor relevancia.

La configuracién geométrica adoptada corresponde nuevamente a una geometria ideal, definida
mediante acimuts separados uniformemente, como en el escenario anterior, lo que permite aislar el efecto
de las condiciones atmosféricas y de los modelos de refraccion sobre la solucidén geométrica.

La Tabla 4-15 recoge los valores de las observaciones y las correcciones de refraccion aplicadas en
cada modelo, mientras que la Tabla 4-16 presenta las coordenadas de la posicion estimada, el error de
posicionamiento y los indicadores geométricos asociados.

Modelo [a1(°)|Z1(°)| E1() |a2(°)|Z2(°)| E2() |a3(°)|Z3(°)| E3()
Cassini| 10 | 0 |[-0.7853| 15 | 120 |-0.5045| 30 | 240 |-0.2308
AN 10 | o [-0.9800| 15 | 120 [-0.5628| 30 | 240 |-0.2367

Bennett | 10 0 |-0.0468| 15 120 | 0.0838 | 30 | 240 | 0.0767
Tabla 4-15 Tabla de observaciones y correcciones de geometria ideal (autoria propia)

Modelo | x(mn) | y(mn) | Error de posicionamiento (mn) | Condicién | Rango

Cassini | -0.1581 (-0.2784 0.3202 1.0 2
AN -0.1882 (-0.3928 0.4356 1.0 2

Bennett | 0.0041 (-0.0847 0.0848 1.0 2

Tabla 4-16 Tabla de resultado de posicionamiento de geometria ideal (autoria propia)

Las Figura 4-45, Figura 4-46 y Figura 4-47 corresponde con la representacion de las rectas de alturade
cada modelo de refraccion respecto al escenario de una geometria ideal.
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Figura 4-45 Recta de altura de geometria deficiente: modelo de Cassini (autoria propia)
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Figura 4-46 Recta de altura de geometria ideal: modelo del Almanaque Nautico (autoria propia)
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Figura 4-47 Recta de altura de geometria ideal: modelo de Bennett (autoria propia)

Como en el escenario bajo condiciones estandar, se presenta el mismo escenario bajo una
configuracion de geometria deficiente.

La Tabla 4-17 recoge los valores de las observaciones y las correcciones de refraccion aplicadas para
cada modelo, incluyendo las alturas aparentes, los acimuts y las correcciones correspondientes a cada
una de las tres observaciones.

Modelo [a1(°)|Z1(°)| E1(') |a2(°)|Z2(°)| E2(') |a3(°)|Z3(°)| E3(')
Cassini | 10 0 |-0.7853| 15 10 |-0.5045| 30 20 (-0.2308
AN 10 0 [-0.9890| 15 10 |-0.5628 | 30 20 |[-0.2367
Bennett | 10 0 |-0.0468| 15 10 | 0.0838 | 30 20 | 0.0767
Tabla 4-17 Tabla de observaciones y correcciones de geometria deficientes (autoria propia)

En cuanto a la Tabla 4-18 presenta las coordenadas de la posicion estimada en millas nduticas, el error
de posicionamiento resultante y los indicadores geométricos asociados a la configuracion considerada.

Modelo | x(mn) | y(mn) | Error de posicionamiento (mn) | Condicién | Rango

Cassini | 14.836 | -0.7815 16.768 69.818 2
AN 20.285 | -0.9690 22.481 69.818 2

Bennett | 0.3569 | -0.0238 0.3577 69.818 2

Tabla 4-18 Tabla de resultado de posicionamiento de geometria deficientes (autoria propia)

Las imagenes correspondientes a las Figura 4-48, Figura 4-49 y Figura 4-50 representan las rectas de
alturas de cada modelo de refraccion respecto al escenario a partir de una geometria deficiente.
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Figura 4-48 Recta de altura de geometria ideal: modelo de Cassini (autoria propia)
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Figura 4-49 Recta de altura de geometria deficiente: modelo del Almanaque Nautico (autoria propia)
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Figura 4-50 Recta de altura de geometria deficiente: modelo de Bennett (autoria propia)

4.5.3 Escenario bajo condiciones extremas (alta temperatura y baja presion)

El siguiente escenario corresponde a condiciones atmosféricas extremas caracterizadas por alta
temperatura y baja presion. En este escenario, se consideran alturas aparentes de 10°, 15°y 30°.

Primero se va a considerar una geometriaideal analoga a los anteriores escenarios. En la Tabla 4-19
recoge los valores de las observaciones y las correcciones de refraccion aplicadas para cada modelo,
incluyendo las alturas aparentes, los acimuts y las correcciones correspondientes a cada una de las tres
observaciones.

Modelo | a1 (°)| Z1(°)| E1(') |a2(°)|Z2(°)| E2(') |a3(°)|Z3(°)| E3(')
Cassini | 10 0 |0.9764| 15 120 (0.6489| 30 240 | 0.3029
AN 10 0 [0.7727| 15 120 (0.5906| 30 240 | 0.2969
Bennett | 10 0 |0.0365| 15 120 (0.1052| 30 240 | 0.0758
Tabla 4-19 Tabla de observaciones y correcciones de geometria ideales (autoria propia)

En la Tabla 4-20 presenta las coordenadas de la posicidon estimada en millas nduticas, el error de
posicionamiento resultante y los indicadores geométricos asociados a la configuracion considerada.

Modelo| x(mn) | y(mn) | Error de posicionamiento (mn) | Condicion | Rango

Cassini | 0.1998 | 0.3337 0.3889 1.0 2
AN 0.1696| 0.2193 0.2772 1.0 2

Bennett | 0.0170 |-0.0360 0.0398 1.0 2

Tabla 4-20 Tabla de resultado de posicionamiento de geometria ideales (autoria propia)

Las representaciones de las rectas de alturas corresponden a las imagenes de las Figura 4-51, Figura
4-52 y Figura 4-53.
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Figura 4-53 Recta de altura de geometria ideal: modelo de Bennett (autoria propia)

Como en los casos anteriores se presenta el escenario bajo una configuracion de geometria
deficiente, manteniendo las condiciones atmosféricas de alta temperatura y baja presion, asi como las
mismas alturas aparentes consideradas.

En la Tabla 4-21 recoge los valores de las observaciones y las correcciones de refraccion aplicadas
para cada modelo, mientras que la Tabla 4-22 presenta las coordenadas de la posicion estimada, el error
de posicionamiento y los indicadores geométricos asociados.

Modelo | a1 (°)|Z1(°)| E1(') |a2(°)|Z2(°)| E2(") |a3(°)|Z3(°)| E3(')
Cassini | 10 0 [0.9764| 15 10 |0.6489 | 30 20 |0.3029
AN 10 0 |0.7727| 15 10 [0.5906| 30 20 |0.2969
Bennett | 10 0 [0.0365| 15 10 |0.1052( 30 20 |0.0758
Tabla 4-21Tabla de observaciones y correcciones de geometria deficientes (autoria propia)

Modelo | x(mn) | y(mn) | Error de posicionamiento (mn) | Condicién | Rango
Cassini | -17.971| 0.9762 20.451 69.818 2
AN -12.521|0.7887 14.798 69.818 2

Bennett | 0.1242 | 0.0526 0.1349 69.818 2

Tabla 4-22 Tabla de resultado de posicionamiento de geometria ideales (autoria propia)

Las representaciones de las rectas de alturas corresponden con las imagenes de las Figura4-54, Figura
4-55 y Figura 4-56.
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Figura 4-54 Recta de altura de geometria deficiente: modelo de Cassini (autoria propia)
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Figura 4-55 Recta de altura de geometria deficiente: modelo del Almanaque Nautico (autoria propia)
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Figura 4-56 Recta de altura de geometria deficiente: modelo de Bennett (autoria propia)

4.6 Discusion

4.6.1 Tendencias generales y dependencia con la altura

Los resultados obtenidos permiten analizar con detalle el comportamiento de los modelos de
refraccion considerados (Cassini, Almanaque Nautico y Bennett) en comparaciéon con el modelo por
capas utilizado como referencia. A lo largo de los distintos andlisis se observan tendencias claras, pero
también aparecen comportamientos particulares que no se explican Unicamente a partir de esas
tendencias generales y que requieren una interpretacion mas especifica.

Uno de los patrones mas consistentes es la fuerte dependencia del error con la altura aparente del
astro. En el intervalo de bajas alturas (10°-15°) se concentran las mayores discrepancias entre modelos,
con errores que pueden alcanzar valores proximos o superiores a 1’. A medida que la altura aumenta,
estos errores disminuyen de forma progresiva, situdndose en la mayoria de los casos por debajo de 0.1’
a partir de 45°-60°. Esta evolucion se observa de manera coherente en todos los analisis realizados y
responde al hecho de que la refraccion atmosférica es més intensay sensible a las condiciones del medio
en las proximidades del horizonte.

El analisis de sensibilidad permite ademas identificar el papel de las variables atmosféricas. Las
variaciones de presion introducen cambios mas acusados en el error que las variaciones de temperatura
consideradas de forma aislada. Este comportamiento se aprecia en los mapas de calor, donde los
gradientes asociados a la presion son mas pronunciados. Desde el punto de vista fisico, este resultado es
coherente con la relacion directa entre la densidad del aire y el indice de refraccion. No obstante, la
combinacion de ambas variables da lugar a comportamientos no lineales que se manifiestan en regiones
como las identificadas en los mapas de calor de 15° y 30°, donde determinadas combinaciones de
temperaturas elevadas y presiones bajas generan incrementos significativos del error.

En este contexto, el modelo de Bennett presenta el comportamiento mas uniforme. En los mapas de
calor correspondientes a distintas alturas, asi como en el analisis regional, sus errores se mantienen
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generalmente por debajode 0.3°-0.4", incluso en condiciones atmosféricas alejadas del entorno estandar.
Esta estabilidad se refleja también en los mapas de modelo mas preciso, donde Bennett domina en la
mayor parte del dominio a bajas y medias alturas.

El modelo del Almanaque Nautico muestra un comportamiento mas dependiente de las condiciones
atmosféricas. En el entorno de calibracion del modelo, sus errores se sitian en valores reducidos, del
orden de 0.2°-0.3. Sin embargo, en los mapas de calor de 15° y 30° se observa que, al alejarse de ese
entorno, especialmente en combinaciones de temperaturas altas y presiones bajas, los errores aumentan
y pueden alcanzar valores cercanos a 0.5’.

Por su parte, el modelo de Cassini presenta el comportamiento mas dependiente de la altura. A bajas
alturas (10°-15°) sus errores son claramente superiores, alcanzando valores cercanos o superiores a 1°.
Sin embargo, a medida que la altura aumenta, sus errores se reducen de forma significativa, situandose
por debajo de 0.1°-0.2° en alturas medias y altas.

4.6.2 Influencia de las condiciones atmosféricas

El analisis conjunto de los resultados permite profundizar en coémo responden los distintos modelos
en funcion del tipo de atmosfera, diferenciado entre atmosferas poco densas, densas y condiciones
proximas al entorno estandar.

En condiciones de atmosfera poco densa (presiones bajas), los errores de los modelos tienden a
reducirse en términos absolutos, especialmente a alturas medias y altas. Esto se debe a que la menor
densidad del aire implicauna menor refraccion total. En este contexto, las diferencias entre modelos se
estrechan y, en algunos casos, aparecen regiones donde modelos simplificados como Cassini ofrecen
resultados comparables o incluso ligeramente mejores en términos relativos. Este comportamiento se
observa en la region identificada en la Figura 4-32, donde Cassini resulta ser el modelo mas preciso en
combinaciones de baja presion y temperaturas bajas.

El andlisis cuantitativo muestra que en esta region los errores de los tres modelos son reducidos y
muy proximos entre si (del orden de 0.02°-0.08). La ventaja de Cassini es, por tanto, relativay se
produce dentro de un régimen de error ya bajo. Este comportamiento puede explicarse por una
combinacion de menor magnitud de la refraccion y posibles compensaciones de error entre modelos.

En el caso de atmosfera densas (presiones elevadas), el comportamiento es diferente. El aumento de
la densidad del aire incrementa la refracciony, con ello, la sensibilidad del problema a las condiciones
atmosféricas. En estas situaciones, los modelos que no incorporan explicitamente la presion, como
Cassini, presentan errores mas elevados, especialmente a bajas alturas. Este efecto se aprecia en los
mapas de calor de 10° y 15° donde las combinaciones de alta presion generan zonas de error mas
acusado.

Por el contrario, el modelo de Bennett mantiene un comportamiento mas estable en este régimen, al
incorporar explicitamente la dependencia con presion y temperatura. El Almanaque Nautico presenta un
comportamiento intermedio, con una mayor sensibilidad cunado las condiciones se alejan de su entorno
de calibracion.

En condiciones proximas a la atmosfera estandar, los tres modelos tienden a converger en su
comportamiento, especialmente a alturas medias y altas. En este régimen, los errores se mantienen en
valores reducidos y las diferencias entre modelos se atentan, lo que explica la validez operativa
tradicional del modelo del Almanaque Nautico.

4.6.3 Analisis por zonas maritimas

El andlisis por zonas maritimas permite contextualizar los resultados de escenarios
climatologicamente reales. En este sentido, pueden distinguirse zonas tropicales, templadas y frias,
cuyos comportamientos reflejan de forma coherente los patrones observados en el analisis
parametrizado.
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En las zonas tropicales, representadas por el Golfo de Guinea y el Indico Oriental, predominan
condiciones de temperaturas elevadas y presiones relativamente bajas o moderadas. En estas regiones,
el modelo de Bennett presenta de forma consistente los menores errores, especialmente a bajas alturas,
mientras que el Almanaque Nautico muestra una mayor dispersion y Cassini presenta errores mas
elevados.

Desde un punto de vista de la fraccién mejora, estas regiones presentan valores elevados, lo que
indica que la diferencia entre el modelo més preciso y los demés es significativa. Esto sugiere que, en
condiciones tropicales, la eleccion del modelo tiene un impacto relevante en la precision final.

En las zonas templadas, como son el Mediterraneo, el Atlantico Norte y el Cantabrico, las
condiciones se situan proximas al entorno estandar. En estas regiones, los tres modelos presentan un
comportamiento mas similar, especialmente a alturas medias y altas.

La fraccion mejora tiende a valores bajos o nulos, lo que indica que, aunque pueda identificarse un
modelo ligeramente mas preciso, las diferencias entre ellos son pequefias en términos absolutos. Este
comportamiento coincide con el régimen de convergencia observado en el analisis parametrizado y
explica la validez operativa del modelo del Almanaque Nautico en este tipo de condiciones.

En las zonas frias, representadas por el Artico, las condiciones de bajas temperaturas introducen un
comportamiento diferenciado. A bajas alturas, el modelo de Bennett continua siendo el mas preciso, en
linea con el comportamiento general. Sin embargo, a partir de 45° se observa una transicion en la que
Cassini pasa a presentar el menor error medio, manteniéndose como el mas preciso en alturas mas
elevadas.

El analisis de la fraccion mejora permite matizar este resultado. En estas alturas, los valores de
fraccion mejora son muy reducidos, lo que indica que la diferencias entre modelos es minima esto es
coherente con la disminucion de la refraccion total en alturas elevadas, donde los errores absolutos se
reducen y las diferencias entre modelos pasan a depender de variaciones numéricas de menor magnitud.

El andlisis del percentil 95 permite complementar la interpretacion anterior al considerar el
comportamiento de los modelos en los casos mas desfavorables. A diferencia de las métricas medias,
este indicador refleja la magnitud de los errores en el 5% de los escenarios mds extremos,
proporcionando una medida de la robustez de cada modelo frente a condiciones adversas.

En las zonas tropicales, los valores del percentil 95 son sensiblemente superiores a los observados
en otras regiones, lo que indica la presencia de escenarios con errores elevados. Esta diferencia es
especialmente acusada en los modelos de Cassini y del Almanaque Nautico, mientras que Bennett
presenta valores mas contenidos. Este comportamiento refuerza la interpretacion de que, en condiciones
de altas temperaturas, las discrepancias entre modelos no solo aumentan en promedio, sino también en
los casos mas extremos.

En las zonas templadas, los valores del percentil 95 son mas moderados y presentan menor
variabilidad entre modelos. Esto indica que incluso en los escenarios més desfavorables dentro de estas
regiones, los errores se mantienen contenidos. Este resultado es coherente con la proximidad de estas
condiciones al entorno estandar y con la convergencia observada en el andlisis de fraccion mejora.

En las zonas frias, el percentil 95 muestra valores relativamente reducidos en comparacion con las
zonas tropicales, especialmente a alturas elevadas. Aunque pueden observarse diferencias entre modelos
a bajas alturas, estas tienden a disminuir conforme aumenta la altura. En particular, en el rango de alturas
altas, donde el modelo de Cassini aparece como el mas preciso en términos medios, el percentil 95 indica
que los errores extremos también son similares entre modelos, lo que confirma que la magnitud de la
refraccion en este régimen limita las diferencias incluso en condiciones desfavorables.

Este analisis permite ademas establecer una comparacion directa entre los modelos que resultan mas
precisos en términos medios y aquellos que presentan un mejor comportamiento en el percentil 95. En
este sentido, se observa que el modelo de Bennett no solo mantiene un buen rendimiento promedio, sino
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que ademas se consolida como el modelo mas robusto al considerar los escenarios méas desfavorables,
siendo el que presenta de forma sistematica los menores valores en el percentil 95.

Esta diferencia pone de manifiesto que el modelo que resulta més preciso en media no siempre
coincide con el que ofrece un mejor comportamiento en condiciones extremas. En particular, en aquellos
casos donde otros modelos pueden aparecer como ligeramente mas precisos en términos medios (como
ocurre en determinadas combinaciones de alturay condiciones atmosféricas) el analisis del percentil 95
muestra que estos mismos modelos presentan una mayor dispersiony alcanzan errores mas elevados en
los casos mas desfavorables.

Desde un punto de vista mas interpretativo, este comportamiento puede explicarse por la distinta
forma en la que cada modelo incorporar la dependencia con las condiciones atmosféricas. El modelo de
Bennett, al incluir explicitamente la influencia de la presion y la temperatura, presenta una respuesta
mads respuesta mas estable frente a variaciones extremas, lo que limita el crecimiento del error en el
tramo superior de la distribucion. Por el contrario, modelos como Cassini o el Almanaque Nautico, al
no incorporar de forma explicita o completa esta dependencia, muestran una mayor sensibilidad en
condiciones alejadas del entorno estandar, lo que se traduce en valores mas elevados del percentil 95.

En este sentido, el analisis del percentil 95 no solo permite identificar el modelo mas preciso en
términos de robustez, sino que también aporta informacion sobre la estabilidad de cada formulacion
frente a condiciones adversas. De este modo, se complementa la interpretacion basada en valores medios,
permitiendo distinguir entre modelos que presentan un buen comportamiento general y aquellos que,
ademds, mantienen ese comportamiento en los escenarios mas exigentes.

4.6.4 Impacto en el posicionamiento

El analisis del posicionamiento permite trasladar las diferencias observadas entre modelos desde el
ambito angular al plano operativo, donde adquieren un significado méas directo. Considerando que un
error de un 1’ en la altura se traduce aproximadamente en una milla ndutica en la recta de altura, las
discrepancias observadas en el calculo de la refraccion pueden generar desviaciones apreciables en la
posicion estimada del observador.

Los resultados muestran que este impacto no es uniforme y depende tanto de la altura aparente como
de las condiciones atmosféricas. En el intervalo de bajas alturas donde los errores angulares entre
modelos alcanzan sus valores maximos, las diferencias en posicionamiento pueden situarse en el orden
de décimas hasta varias millas nauticas para un mismo caso. En estas condiciones, las diferencias entre
modelos como Cassini, Almanaque Nautico y Bennett dejan de ser marginales y se traducen en
separaciones claramente apreciables entre las posiciones estimadas.

Al relacionar estos resultados con el analisis atmosférico previo, se observa que las mayores
discrepancias en posicionamiento coinciden con los regimenes en los que la refraccion es mas sensible
a las condiciones del medio, es decir, en atmosferas densas y a bajas alturas. En estos casos pequeias
diferencias en la correccion de refraccion (del orden de varias décimas de minuto de arco) se traducen
directamente en diferencias de posicionamiento del mismo orden en millas nauticas.

En cambio, en atmdsferas poco densas o a alturas medias y altas, la magnitud de la refraccion
disminuye y, con ello, también lo hacen las diferencias entre modelos. Esto se refleja en una reduccién
significativa de la separacion entre las posiciones estimadas. En muchos de estos casos, las diferencias
en posicionamiento entre modelos quedan por debajo de la milla ndutica e incluso en el orden de décimas
de milla, lo que coincide con lo observado en el analisis de errores angulares, donde los tres modelos
tienden a converger.

Un aspecto relevante es que, incluso cuando las diferencias angulares son pequefias, pueden
observarse discrepancias apreciables en la posicién dependiendo de la configuracién geométrica. En las
simulaciones realizadas, se aprecia que, para un mismo conjunto de observaciones, la distancia entre las
posiciones obtenidas con distintos modelos no depende unicamente del error individual en cada altura,
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sino también de la forma en la que se intersecan las rectas de altura. Esto se hace especialmente evidente
en los casos de geometria deficiente, donde pequefias variaciones en la pendiente de las rectas generan
desplazamientos mayores en el punto de interseccion.

En este sentido, el impacto del modelo de refraccion no puede interpretarse de forma aislada, sino
que debe considerarse en combinacion con la geometria de observacion. En geometrias ideales, las
diferencias entre modelos se traducen en desplazamientos relativamente contenidos. Sin embargo, en
geometrias mas deficientes, las mismas diferencias angulares pueden amplificarse, dando lugar a
separaciones mas significativas entre las soluciones obtenidas.

Ademas, es importante destacar que el error de posicionamiento obtenido no depende unicamente
del modelo de refraccion empleado, sino también de manera critica de la geometria de observacion, es
decir, de la disposicion relativa de las rectas de altura. En particular se observa, en configuraciones de
geometria deficiente donde las rectas de altura se cortan con dngulos muy pequefios, que el error de
posicionamiento se ve fuertemente amplificado por la propia configuracion geométrica.

Muchos de los errores de posicionamiento en geometria deficiente presentan valores muy elevados
incluso, al cambiar de modelo de refraccidn se observar que, aunque el valor incremente o decrezca, esta
variacidn es pequefia en comparacion a una especie de error “persistente” atribuido a la configuracion
geométrica del problema.

Ahora bien, al centrarse en los efectos de los modelos de refraccion en estudio, al comparar
directamente las posiciones estimadas para un mismo caso bajo distintos modelos, se observa que
Bennett tiende a generar soluciones mas agrupadas en torno a la posicion de referencia, especialmente
en condiciones atmosféricas no estandar. Por el contrario, Cassini y el Almanaque Nautico presentan,
en determinados escenarios, desplazamientos mayores respecto a dicha referencia, coherentes con los
mayores errores angulares observados previamente.

Sin embargo, en situaciones donde la refraccion es reducida las diferencias entre modelos en
términos de posicionamiento se vuelven muy pequefias. En estos casos, aunque pueda identificarse un
modelo ligeramente mas preciso, la distancia entre las posiciones estimadas es reducida y puede situarse
por debajo de los margenes habituales de incertidumbre en la navegacion astronémica.
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5 CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

El presente Trabajo de Fin de Grado ha tenido como objetivo principal comparar de forma
cuantitativa distintos modelos de refraccion atmosférica empleados en navegacion astrondmica,
evaluando su precision bajo diferentes condiciones de observaciony estudiando su impacto potencial en
la determinacion de la posicion del observador. Para ello se han implementado computacionalmente los
modelos de Cassini, Almanaque Nautico y Bennett, asi como un modelo fisico por capas que se ha
utilizado como referencia por su mayor fundamento fisico.

El andlisis realizado ha permitido evaluar sistemdaticamente la sensibilidad de los modelos empiricos
frente a variaciones en la altura aparente del astro, la presion atmosféricay la temperatura, asi como
analizar como estas diferencias se manifiestan bajo condiciones atmosféricas representativas de distintas
regiones ocednicas y comprobar su impacto en el calculo del posicionamiento a través de la navegacion
astronémica. A partir de los resultados obtenidos pueden extraerse las siguientes conclusiones
principales y comprobar el cumplimiento de los objetivos planteados al inicio de la memoria

5.1 Cumplimiento de los objetivos del trabajo

e Implementacién computacional de los modelos de refraccion: Este objetivo se ha cumplido mediante
el desarrollo de un codigo en lenguaje Python que implementalos modelos de Cassini, Almanaque
Néautico y Bennett, junto con un modelo fisico por capas basado en trazado de rayos. La
implementacion permite calcular las correcciones de refraccion bajo diferentes condiciones
atmosféricas y generar resultados comparables entre modelos. Este desarrollo constituye la base
metodoldgica del trabajo y ha permitido realizar todos los analisis posteriores.

e Comparacion cuantitativa con un modelo fisico de referencia y modelos empiricos: Los modelos
empiricos analizados se han comparado sistematicamente con un modelo fisico por capas utilizado
como referencia. Esta comparacion se ha realizado a lo largo del analisis de resultados mediante el
calculo del error absoluto asociado a cada modelo, lo que ha permitido identificar las diferencias
existentes entre ellos y evaluar su precision en funcion de la altura aparente del astro. Los resultados
obtenidos en las tablas comparativas y en las graficas de error frente a altura han permitido
caracterizar de forma cuantitativa el comportamiento de cada modelo.

e Analisis de sensibilidad frente a variaciones atmosféricas: El trabajo ha evaluado la influencia de las
variaciones de presion y temperatura sobre el error de los distintos modelos de refraccion. Este
objetivo se ha cumplido mediante un andlisis sistematico en el que se han considerado diferentes
combinaciones de condiciones atmosféricas, lo que ha permitido identificar los escenarios en los
que dichas variables afectan de forma mas significativa ala precision de los modelos. Los resultados
se han representado mediante graficas y mapas de calor que permiten visualizar de forma clara la
sensibilidad de cada modelo.
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Caracterizacion geografica del error asociado a los modelos: Otro de los objetivos del trabajo
consiste en analizar el comportamiento de los modelos bajo condiciones atmosféricas
representativas de distintas regiones maritimas. Este objetivo se ha alcanzado mediante el uso de
climatologias caracteristicas de diversas zonas geograficas, lo que ha permitido identificar regiones
donde algunos modelos presentan mayores limitaciones. En particular, el andlisis ha puesto de
manifiesto discrepancias mas acusadas en regiones tropicales calidas como el Golfo de Guinea o el
Océano Indico oriental, asi como en regiones frias como el Artico.

Evaluacién del impacto en la navegacion astrondmica: Finalmente, el trabajo ha analizado el
impacto de los modelos de refraccion mediante la simulacion de un contexto operativo de
navegacion astrondmica, en el que, a partir de observaciones sintéticas de astros ficticios, se han
construido las correspondientes rectas de altura bajo distintas configuraciones y condiciones
atmosféricas. Sobre estas observaciones se han aplicado los distintos modelos de refraccion,
permitiendo evaluar como las discrepancias en la correccion de la altura se propagan hasta la
solucion final de posicionamiento. De este modo, los errores angulares se han traducido en errores
de en la posicion del observador expresados en millas nduticas, lo que permite valorar de forma
directa la relevancia operativa de cada modelo en un problema real de navegacion.

5.2 Conclusiones principales

Validez operativa del modelo del Almanaque Nautico: El modelo del Almanaque Néutico presenta
un comportamiento adecuado cuando las condiciones atmosféricas se mantienen proéximas a la
estandar y para alturas aparentes medias y altas, donde los errores se mantienen generalmente por
debajo de 0.1°, dentro de los margenes operativos aceptables, lo que explica su uso tradicional en
los procedimientos de calculo recogidos en los sucesivos almanaques nauticos espafoles.

Sin embargo, el andlisis cuantitativo muestraque su precision se degrada cuando las condiciones

atmosféricas se alejan de ese entorno de referencia, especialmente en observaciones realizadas a
bajas alturas aparentes. En estos casos, el error puede aumentar hasta valores del orden de 0.3-0.5’,
alcanzando en determinados escenarios valores cercanos a 1’ en el percentil 95, lo que implica
errores potenciales del orden de una milla nautica. El estudio geografico basado en climatologias
representativas de distintas regiones maritimas pone de manifiesto que estas limitaciones aparecen
con mayor claridad en zonas caracterizadas por temperaturas elevadas y presiones atmosféricas
relativamente bajas, como ocurre en regiones tropicales. En particular, en areas como el Golfo de
Guinea o zonas del océano Indico tropical las discrepancias respecto al modelo fisico por capas
aumentan de forma apreciable.
Validez operativa del modelo de Bennett: El modelo de Bennett ofrece el mejor comportamiento
global entre los modelos empiricos analizados. Los resultados muestran que, en condiciones
exigentes (especialmente a bajas alturas aparentes y en atmosferas calidas y poco densas) el modelo
de Bennett puede reducir el error respecto al modelo del Almanaque Néutico en factores del orden
de 2 a 5 veces, e inclusos superiores en casos extremos analizados mediante el percentil 95.

Por ejemplo, en escenarios representativos de regiones tropicales, donde el modelo del
Almanaque Nautico alcanza errores del orden de 0.2-0.3’, el modelo de Bennett reduce estos valores
a aproximadamente 0.05-0.1°. Esta diferencia, aunque aparentemente pequefia en términos
angulares, se traduce directamente en una mejora de hasta 0.1-0.2 millas nauticas por recta de altura,
lo que resulta relevante en navegacion de precision.

El modelo de Bennett mantiene una precision consistente en practicamente todos los escenarios
considerados, tanto en condiciones cercanas a la atmoésfera estandar como en regiones climaticas
mas extremas. Por este motivo, puede considerarse el modelo empirico mas robusto dentro del
dominio analizado.

Ademas, el analisis del percentil 95 confirma que esta mejora no se limita al comportamiento
medio, sino que también se mantiene en los escenarios mas desfavorables, lo que refuerza su caracter
robusto.
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Validez operativa del modelo de Cassini: El modelo de Cassini presenta las mayores discrepancias
respecto al modelo de referencia, especialmente en observaciones realizadas a bajas alturas
aparentes. Estas limitaciones se deben principalmente a las hipotesis simplificadas del modelo, que
asume una atmdsfera homogénea.

No obstante, el analisis realizado permite extraer un resultado relevante que va mas alla de su
aparente inoperatividad: en ciertas condiciones donde la refraccion es intrinsecamente pequefia
(principalmente a alturas elevadas del orden de 45° y superior) las diferencias entre modelos se
reducen drasticamente, alcanzando valores inferiores a 0.05° en la mayoria de los casos.

En este régimen, el modelo de Cassini ofrece resultados comparables a los modelos mas
complejos, lo que no lo convierte en una alternativa operativa, pero si permite extraer una conclusion
importante: cuando la refraccion es pequena, la eleccion del modelo deja de ser un factor critico.

El mejor ejemplo se encuentra en el andlisis geografico realizado donde se observa que en zonas

frias como el Artico y alturas aparentes elevadas y medias, el mejor modelo era Cassini, con poca
diferencia al resto de modelos.
Impacto practico en la navegacion astrondmica: El andlisis del impacto en la navegacion
astronomica se fundamenta principalmente en los resultados obtenidos a partir de la simulacion de
rectas de alturay su interseccion para la determinacion de la posicion del observador. Este enfoque
permite trasladar las diferencias entre modelos desde el ambito angular a su consecuencia directa en
la posicion estimada, que constituye el objetivo final del proceso de navegacion.

Los resultados obtenidos muestran que el efecto de la eleccion del modelo de refraccion no es
uniforme y depende de forma conjunta de la altura aparente, de las condiciones atmosféricasy,
especialmente, de la geometria de observacion.

En configuraciones de geometria ideal, donde las rectas de altura se intersecan de forma estable,
las diferencias entre modelos tienden a mantenerse contenidas. En estos casos, incluso cuando
existen discrepancias angulares del orden de décimas de minutos de arco, el impacto final en la
posicion suele situarse por debajo de 0.1-0.2 millas nauticas, lo que indica que el uso de modelos
como el del Almanaque Nautico resulta, en general, suficiente.

Sin embargo, en configuraciones de geometria deficiente, donde las rectas de altura presentan
intersecciones mas inestables, las diferencias entre modelos se amplifican. En estos escenarios los
resultados de las simulaciones muestran que discrepancias angulares del orden de 0.2-0.3” pueden
traducirse en errores de posicionamiento de hasta 1-2 millas nauticas, dependiendo de la disposicion
geométrica de las observaciones.

Con este contexto, el modelo de Bennett demuestra ser el mas robusto, ya que minimiza
sistematicamente el error de las rectas de alturay, por tanto, reduce la dispersion de las soluciones
de posicionamiento. Este comportamiento se observa tanto en geometria ideal como, especialmente,
en geometria deficiente, donde su ventaja frente a los otros modelos resulta mas significativa.

Por el contrario, el modelo del Almanaque Ndutico presenta un comportamiento adecuado en
condiciones cercanas a estdndar y en geometria favorable, pero su uso en escenarios de geometria
deficiente y condiciones atmosféricas no estandar puede dar lugar a desviaciones apreciables en la
posicion estimada.

En cuanto al modelo de Cassini, su utilizacion en el célculo de la posicidon presenta una
operatividad muy limitada. Aunque en determinados casos (principalmente a alturas elevadas) las
diferencias respecto a otros modelos son pequeiias, los resultados de posicionamiento muestran que
no ofrece ventajas significativas y que su uso no es recomendable en aplicaciones reales de
navegacion.

A partir de estos resultados, puede establecerse una recomendacion operativa clara en funcion
del escenario:

- En navegacion de precision o condiciones exigentes (bajas alturas, geometria deficiente,
condiciones no estandar), el modelo de Bennett es el méas adecuado.
- En condiciones estdndar y geometria favorable, el modelo del Almanaque Nautico resulta

suficiente desde el punto de vista operativo.
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- Enalturas elevadas (mayores a45°), la eleccion del modelo pierde relevancia, ya que la magnitud
de la refraccion es reducida y todos los modelos proporcionan resultados similares.

- El modelo de Cassini no constituye una opcién operativa, aunque su comportamiento en
condiciones de baja refraccion permite concluir que, en estos casos, la precision del modelo deja de
ser un factor critico.

e Evaluacion operativa del uso del modelo de Bennett frente al Almanaque Nautico: El analisis
realizado a lo largo del trabajo pone de manifiesto que el modelo del Almanaque Nautico. Sin
embargo, desde un punto de vista operativo, esta mejora debe evaluarse en relacion con el coste
asociado a su utilizacién y con el contexto real de aplicacion en navegacion astronomica.

El modelo de Bennett requiere conocer las condiciones atmosféricas en el momento de la
observacion, concretamente la presion y la temperatura, lo que implica una operacion adicional
frente a la lectura directa de las tablas del Almanaque Nautico, que asumen condiciones estandar.
Esta diferencia, aunque matematicamente sencilla, introduce una complejidad adicional en el uso
practico del modelo.

Para evaluar la relevanciade esta complejidad, puede considerarse el error cometido al utilizar
el Almanaque Nautico sin aplicar correcciones en condiciones no estandar. En los casos mas
exigente analizados en este trabajo (como regiones tropicales con altas temperaturas con
combinaciones de baja presion) el error del modelo del Almanaque Nautico puede alcanzar valores
del orden de 0.3-0.5°, e incluso superiores en escenarios extremos. Por el contrario, el modelo de
Bennett reduce este error a valores tipicos de 0.05-0.1° en esas mismas condiciones.

Esta diferencia implica que, mientras que el uso del Almanaque Nautico puede introducir errores
de hasta 0.5 millas nduticas por observacion, el modelo de Bennett reduce esta desviacion a valores
significativamente menores. En configuraciones de posicionamiento con varias observaciones, estas
diferencias pueden acumularse, dando lugar a discrepancias apreciables en la posicion final.

Sin embargo, esta mejora debe interpretarse en el contexto de la precision real alcanzable con
un sextante, cuyo error tipico se sitiaen el rango de 0.25-0.75’. En condiciones estandary a alturas
medias o altas, donde las diferencias entre modelos son inferioresa 0.1°, la mejora introducida por
Bennett queda en muchos casos por debajo del error instrumental, por 1o que su uso no supone una
ventaja operativa significativa.

En consecuencia, la aplicacion del modelo de Bennett resulta claramente justificada en
escenarios exigentes, donde las diferencias entre modelos superan el umbral instrumental y tienen
un impacto directo en la posicion. No obstante, en condiciones normales de navegacion ocednica, la
simplicidad del Almanaque Néutico y su precision suficiente hacen que su uso continue siendo una
opcion plenamente valida desde el punto de vista practico.

Por lo que la eleccion del modelo no depende inicamente de su precision tedrica, sino de un
equilibrio entre exactitud, complejidad y condiciones de observacion. Este resultado pone de
manifiesto que la mejora de precision introducida por modelos mas complejos solo resulta
operativamente relevante cuando supere el umbral de error asociado al proceso de medida.

e Recomendacion sintetizada para aplicaciones practicas: Como sintesis del analisis realizado se
establecen las siguientes recomendaciones para el uso de los distintos modelos de refraccion en
contextos operativos.

El modelo de Bennett resulta especialmente adecuado para aplicaciones donde se requiere una
alta precision. Los resultados obtenidos muestran que, en condiciones exigentes, este modelo puede
reducir el error angular en factores del orden de 2 a 5 veces respecto al modelo del Almanaque
Nautico, lo que se traduce en mejoras del orden de 0.1-0.2 millas nduticas por recta de altura.

Esta diferencia adquiere importancia en el desarrollo de sistemas de geoposicionamiento
basados en navegacion astrondomica que diversas marinas estan investigando actualmente como
alternativa o complemento a los sistemas GNSS. En este tipo de sistemas, donde se busca obtener
soluciones de posicionamiento autbnomas con la mayor precision posible, el uso de un modelo de
refraccion mas robusto como el de Bennett puede contribuir a mejorar la exactitud de las
observaciones astronomicas.
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El modelo utilizado en el Almanaque Néutico continua siendo plenamente valido para su
aplicacion actual en navegacion astrondmica instrumental. En condiciones cercanas a la atmosfera
estandar y para alturas aparentes superiores a 15°, los errores se mantienen generalmente por debajo
de 0.1°, lo que implica desviaciones inferiores a 0.1 millas nauticas por observacion.

Sin embargo, el andlisis realizado muestra que en condiciones no estandar estos errores pueden
aumentar hasta valores del orden de 0.3-0.5°, 1o que introduce desviaciones potenciales de hasta 0.5
millas nauticas. Por tanto, su uso es adecuado en la mayoria de las situaciones operativas, pero
presenta limitaciones en escenarios exigentes.

El uso como modelo de refraccion en el Almanaque Nautico espafiol para su aplicacion en la
navegacion astronomica en derrotas ocednicas donde la precision requerida es del orden de pocas
millas nauticas, por tanto, no exige niveles de exactitud extremadamente elevados, lo que justifica
que el modelo empleado mantenga su validez operativa en este contexto, ya que los errores asociados
permanecen, en la mayoria de los casos, dentro de los margenes compatibles con la precision
requerida en este tipo de navegacion.

Por su parte, el modelo de Cassini presenta limitaciones demasiado significativas para su
utilizacién como modelo operativo moderno, especialmente a bajas alturas, donde los errores pueden
superar 1°. No obstante, los resultados del trabajo permiten matizar esta afirmacion, pues en
condiciones donde la refraccion es reducida las diferencias entre modelos se vuelven muy pequetias
lo que implica que su uso no introduce un error significativo en la posicion.

Este hecho no convierte el modelo de Cassini en una alternativa operativa, aunque mantiene un
valor histdricoy didactico fundamental para comprender el desarrollo de los modelos de refraccion
astrondmica y la evolucion de la astronomia como disciplina cientifica.

A partir de las consideraciones anteriores, se presenta a continuacion una tabla de decision, la
Tabla 5-1 que sintetiza de forma operativa los resultados obtenidos. En ella se recogen los escenarios
de observacion mas representativos (en funcion de la altura aparente, las condiciones atmosféricas
y el entorno de navegacion) junto con el modelo de refraccion més adecuado en cada caso, de forma
que esta tabla se podria tener en el puente de un buque de la Armada para su consulta por cualquier
miembro de la dotacion en caso necesario para la aplicacion de los modelos de refraccion.

Zona / Altura del Condiciones Limitacion | Alternativa Impacto Recomendacion
Escenario astro tipicas operativa valida esperado practica
Requiere
Regiones datos de
g. Alta T, P/T, Error de 0.3- .
tropicales . . . , Evitar alturas
Baja presion sensible a | Almanaque | 0.5’ > hasta . .
(Golfo de Bennett . bajas si es
. (<159) moderada- errores de Nautico ~0.5 NM por .
Guinea, . . posible
indico) baja medida de recta
P/Ty mas
complejo
Requiere
datos de
P/T, Error = 2-3 .
. . . Aceptable si no
Regiones Media sensible a | Almanaque | veces mayor .
i AltaT Bennett . serequiere alta
tropicales (159-45°) errores de Nautico pero recision
medida de moderado P
P/Tymas
complejo
Diferencias <
. 0.05’ (muy L
Regiones Eleccion no
g. Alta (>45°) AltaT Indistinto — — por debajo -
tropicales critica
delerror del
sextante)
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Requiere
Zonas datos de
templadas P/T, Aceptable en
(Mediterraneo, Baja Cercanas a sensible a | Almanaque | Error hasta P -
L , Bennett i , navegacion
Atlantico (<159) estandar errores de Nautico 0.2-0.3 .
: oceanica
Norte, medida de
Cantabrico) P/Ty mas
complejo
No corrige
Zonas Media , Almanaque variaciones Diferencias < -
Estandar i reales de Bennett , AN suficiente
templadas (159-459) Nautico 0.1
P/T de forma
explicita
Zonas , - Diferencias < Sin impacto
> o J— —
templadas Alta (>45°) Estandar Indistinto 0.05’ préctico
Requiere
datos de
. , . BajaT, P(T’ Mayor .
Regiones frias Baja . sensible a | Almanaque . -, Usar varias
- presion Bennett . dispersion .
(Artico) (<159) . errores de Nautico observaciones
variable . delerror
medida de
P/Ty mas
complejo
Requiere
datos de
P/T, Diferencias
Artico Media Baja T Bennett sensible a Almfemgque pequefas Bennett
(15°-45°) errores de Nautico pero recomendable
medida de consistentes
P/Ty mas
complejo
Diferencias < La eleccidn del
Artico Alta (>45°) Baja T Indistinto — — 0.05" modelo deja de
) ser critica
Geometria Cualquiera . ANoO . . Error<0.1- | Diferencias poco
ideal a Bennett 0.2mn relevantes
Requiere
datos de
P/T,
. . . Error .
Geometria Baja . sensible a | Almanaque . Evitar esta
- Cualquiera Bennett o amplificado S
deficiente (<2009) errores de Nautico combinacion
. hasta 1-2 mn
medida de
P/Ty mas
complejo
Requiere
datos de
P/T,
Geometria Media-alta Cualquiera Bennett sensible a | Almanaque | Diferencias Usar con
deficiente (>200) a errores de Nautico moderadas precaucion
medida de
P/Ty mas
complejo
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Requiere
datos de
PIT, Pérdida de
Navegacion de Baja- , sensible a | Almanaque . Solo aceptable
. . No estandar Bennett - precision . e
precision media errores de Nautico . Si ho escritico
. acumulativa
medida de
P/Ty mas
complejo
No corrige
Navegaleon , Almanaque variaciones De,ntro de Uso habitual
oceanica >150 Estandar o reales de — margenes -
X Nautico . suficiente
estandar P/T de forma operativos
explicita

Tabla 5-1 Tabla de resumen de condiciones de operatividad para los modelos de refraccion segin distintas
situaciones (autoria propia)

5.3 Logros y contribuciones del trabajo

El trabajo realizado aporta varias contribuciones relevantes dentro del contexto del estudio de la
refraccion atmosférica aplicada a la navegacion astrondmica, combinando un enfoque teorico,
computacional y aplicado.

En primer lugar, se ha desarrollado una implementacion computacional completaen Python de los
modelos de refraccion analizados, junto con un modelo fisico por capas basado en trazado de rayos que
permite aproximar de forma mas realista la propagacion de la luz en una atmosfera estratificada. Esta
herramienta ha permitido generar de forma sistematica los resultados presentados y constituye una base
solida para futuros desarrollos.

En segundo lugar, se ha llevado a cabo un analisis de sensibilidad cuantitativo que permite evaluar
como las variaciones de presion y temperaturas afectan al error de los distintos modelos de refraccion.
Este andlisis no solo ha permitido identificar tendencias generales, sino también determinar rangos de
condiciones atmosféricas donde los errores alcanzan valores significativos, superando los margenes
habituales de precision en navegacion astrondmica.

Asimismo, se ha realizado una caracterizacion espacial del error asociado a cada modelo, utilizando
climatologias representativas de distintas regiones maritimas. Este enfoque ha permitido trasladar el
analisis a escenarios reales de navegacion, identificando zonas donde el comportamiento de los modelos
difiere de forma significativa, especialmente en regiones tropicales y frias.

Una de las principales contribuciones del trabajo es la incorporacion del andlisis del impacto de los
modelos de refraccion en la determinacion de la posicion del observador. A partir de la simulacion de
rectas de altura, se ha demostrados que diferencias angulares aparentemente pequefias pueden traducirse
en errores de hasta 1-2 millas nauticas en condiciones de geometria desfavorable, estableciendo una
conexion directa entre el modelo de refraccion empleado y la precision de la posicion obtenida.

Por ultimo, el trabajo culmina en la propuesta de una guia operativa de seleccion de modelos que
sintetiza los resultados obtenidos y permite su aplicacion directa en contextos reales de navegacion. Esta
contribucion aporta un valor afiadido desde el punto de vista practico, facilitando la toma de decisiones
en funcidn del entorno de navegacion y las condiciones de observacion.

5.4 Limitaciones del estudio

A pesar de los resultados obtenidos, el trabajo presenta algunas limitaciones que conviene tener en
cuenta a la hora de interpretar su alcance y aplicabilidad.
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El modelo atmosférico utilizado considera inicamente la dependencia del indice de refraccion con
la presion y la temperatura, omitiendo la influencia de la humedad atmosférica, esta simplificacion es
habitual en muchos modelos utilizados en la navegacion astronémica, ya que es un factor que, en general,
produce poco efecto en el calculo de la refraccion, puede introducir desviaciones adicionales en
condiciones especificas, especialmente en entornos tropicales donde la humedad alcanza valores
elevados.

Asimismo, el modelo por capas empleado se basa en perfiles atmosféricos ideales derivados de
modelos estandar. Esta aproximacion permite una representacion controlada y coherente con el
fendmeno, pero no recoge completamente la variabilidad real de la atmoésfera, particularmente en
situaciones con gradientes verticales pronunciados o condiciones meteorologicas inestables.

Por otro lado, en el modelo utilizadono se ha considerado explicitamente la curvatura de la Tierra,
adoptandose una aproximacion de capas plano-paralelas. Esta simplificacion es adecuada para la
mayoria de las alturas analizadas, pero puede introducir desviaciones adicionales en observaciones
realizadas muy cerca del horizonte, donde la trayectoria del rayo es mas sensible a la geometria global
del sistema.

En relacién con lo anterior, el estudio se ha centrado en alturas aparentes superiores a los 10°, por lo
que no se han analizado en detalle los efectos extremos de refraccion proximos al horizonte. Estos casos,
aunque menos habituales en la practica operativa, pueden presentar errores significativamente mayores
y requerir modelos mas complejos.

Finalmente, es necesario considerar que los resultados obtenidos deben interpretarse en el contexto
de la precision real alcanzable en la navegacion astrondmica instrumental. En la practica, el uso de un
sextante introduce un umbral de error tipico del orden de 0.25°-0.75’, asociado tanto a la precision del
instrumento como al factor humano en la observacion.

Al comparar este margen con las diferencias obtenidas entre modelos, se observa que, en muchas de
las situaciones analizadas (especialmente a alturas medias y altas o en condiciones cercanas al entorno
estandar) las discrepancias entre modelos (frecuentemente inferiores a 0.1-0.2°) quedan por debajo de
este umbral instrumental. Esto implica que, en estos casos, la mejora introducida por modelos mas
complejos como el de Bennett puede no traducirse en una mejora apreciable en la posicion final.

No obstante, en condiciones mas exigentes (como bajas alturas, atmoésferas no estandar o
configuraciones geométricas desfavorables) las diferencias entre modelos si pueden alcanzar valores
comparables o superiores al error instrumental, lo que justifica el uso de modelos mas precisos. En este
sentido, la relevancia practica de cada modelo no depende tnicamente de su precision tedrica sino
también del contexto de observacion y del nivel de exactitud realmente alcanzable en la medida.

5.5 Lineas futuras de investigacion

A partir de los resultados obtenidos, se pueden plantear varias lineas de trabajo que permitirian
ampliar y mejorar el estudio realizado.

Una posible extension consistiria en incorporar la humedad atmosférica como variable adicional en
el calculo de la refractividad del aire, lo que permitiria evaluar su influencia en la precision de los
distintos modelos de refraccion.

También seria interesante incorporar la curvatura terrestre en el modelo por capas de referencia, lo
que permitiria mejorar la precision del calculo de la refraccion en observaciones cercanas al horizonte.

Otra forma de verlo seria una combinacion de las propuestas anteriores, a través de un disefio de
modelo de refraccion propio que tenga en cuenta estas consideraciones y su prueba comparandolo con
un modelo de referencia, como puede ser el modelo por capas utilizado en el presente trabajo.
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ANEXO I: IMPLICACIONES SOCIALES, Y/O ECONOMICAS,
Y/O AMBIENTALES

El presente Trabajo de Fin de Grado se enmarcaen el ambito de la modelizacion fisico-matematica
y la simulacion computacional aplicada a la navegacion astrondémica, centrado especificamente en el
analisis comparativo de distintos modelos de refraccion atmosféricay su impacto en la precision del
posicionamiento del observador.

En este contexto, la naturaleza del trabajo es fundamentalmente tedrica, analiticay computacional,
no implicando el disefo, desarrollo o implementacion de productos fisicos, procesos industriales o
sistemas con interaccion directa con el entorno social, econémico o ambiental. El estudio se basa en la
formulacion matemadtica de modelos, su implementacion en codigo y la evaluacion de resultados
mediante simulaciones numéricas, sin que exista una aplicacion practica directa que conlleve impacto
inmediato en aspectos como la seguridad operativa, el medio ambiente, la economia o la industria.

Asimismo, tal y como se recoge en la delimitacion del alcance del trabajo, el estudio se realiza bajo
un enfoque controlado y simplificado, centrado en variables fisicas (altura aparente, presion y
temperatura) y sin considerar la integracion en sistemas reales de navegacion ni su implementacion en
entornos operativos. Esto refuerza el caracter conceptual y metodoldgico del trabajo, alejandolo de
escenarios donde dichos criterios serian de aplicacion directa.

Si bien la navegacion astrondmica puede tener implicaciones indirectas en dmbitos como la
seguridad maritima o laresiliencia de sistemas de navegacion, dichas consideraciones exceden el alcance
especificode este TFG, que se limita a un analisis comparativo de modelos desde el punto de vistade la
precision geométrica y el error de posicionamiento.

Por tanto, se considera que no procede la valoracion especifica de aspectos sociales, de salud y
seguridad, ambientales, econdmicos o industriales dentro del desarrollo del presente trabajo, al no
constituir elementos intrinsecos al mismo ni formar parte de sus objetivos ni de su metodologia.
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ANEXO II: REFLEXIONES ETICAS Y SOCIALES

El presente Trabajo de Fin de Grado se centra en el andlisis comparativo de modelos de refraccion
atmosféricay su impacto en la precision de la navegacion astronomica, abordando el problema desde un
enfoque fisico-matematico y computacional. En este sentido, el trabajo se fundamenta en la
implementacion de modelos teoricos, la simulacion de escenarios y el analisis cuantitativo del error
asociado, sin implicar directamente la toma de decisiones que afecten de forma inmediata a individuos
o colectivos.

No obstante, més alla de su caracter técnico, el estudio presenta implicaciones indirectasrelevantes
desde el punto de vista ético y social, especialmente en el ambito de la seguridad maritima. En un
contexto actual en el que los sistemas de posicionamiento global (GNSS) pueden verse comprometidos
por interferencias (jamming), suplantacion de sefial (spoofing), guerra electronica o vulnerabilidades de
ciberseguridad, la navegacion astrondmica adquiere un papel significativo como sistema de respaldo,
independiente de infraestructuras externas.

En este marco, la correcta modelizacion de la refraccidon atmosférica resulta un factor critico, ya que
influye directamente en la precision de la determinacidn de la posicion del observador. La mejora en la
fiabilidad y precision de estos modelos, objetivo central del presente trabajo, contribuye a reforzar la
robustez de la navegacion astrondémica como alternativa operativa. Esto se traduce en una mayor
capacidad para garantizar una navegacion segura en condiciones degradadas o entornos operacionales
adversos.

Ademas, estas mejoras tienen un impacto indirecto en la resiliencia del transporte maritimo, al
proporcionar herramientas que permiten mantener la operatividad en situaciones en las que los sistemas
principales de navegacion no estan disponibles o resultan poco fiables. En consecuencia, el trabajo
contribuye, aunque de forma indirecta, a la proteccioén de la vida humana en la mar, asi como a la
continuidad y estabilidad de las operaciones logisticas y econdomicas asociadas al trafico maritimo.

Por tanto, aunque el desarrollo del trabajo no aborda de manera explicita dilemas éticos clasicos ni
implica la experimentacion con sujetos o el tratamiento de datos sensibles, si puede enmarcarse en una
contribucion técnica con implicaciones positivas en términos de seguridad, robustez operativa y
resiliencia de sistemas criticos. Desde esta perspectiva, se considera que el trabajo aporta valor en el
contexto mas amplio de la ingenieria aplicada al ambito maritimo.
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ANEXO III: TABLAS DE RESULTADOS DE REFRACCION Y
ERRORES DE LOS MODELOS EMPIRICOS

QT P (hPa) Rca'pas ]3Cassini RJ'\N RBefmett Error f}assini Erro'r AN Error ]'3ennett
(W 9) O O ) O ) O )
-20 950 5.693 5.511 5.307 5.654 0.183 0.387 0.039
-20 970 5.814 5511 5.307 5.773 0.303 0.507 0.041
-20 990 5.934 5.511 5.307 5.892 0.424 0.627 0.042
-20 | 1013.25 6.074 5.511 5.307 6.030 0.564 0.767 0.044
-20 1030 6.175 5.511 5.307 6.130 0.665 0.868 0.045
-20 1050 6.296 5.511 5.307 6.249 0.785 0.989 0.047
-10 950 5.469 5.511 5.307 5.439 0.042 0.162 0.030
-10 970 5.585 5.511 5.307 5.554 0.074 0278 0.031
-10 990 5.700 5.511 5.307 5.668 0.190 0.394 0.032
-10 | 1013.25 5.835 5.511 5.307 5.801 0.324 0.528 0.034
-10 1030 5932 5511 5.307 5.897 0421 0.625 0.035
-10 1050 6.048 5.511 5307 6.012 0.537 0.741 0.036
0 950 5.259 5.511 5.307 5.240 0.252 0.048 0.019
0 970 5.370 5.511 5.307 5.350 0.140 0.063 0.020
0 990 5.482 5.511 5.307 5.461 0.029 0.175 0.021
0 1013.25 5.611 5.511 5.307 5.589 0.100 0.304 0.022
0 1030 5.704 5.511 5.307 5.681 0.193 0.397 0.023
0 1050 5.815 5.511 5.307 5.792 0.305 0.508 0.024
10 950 5.062 5.511 5.307 5.055 0.449 0.245 0.007
10 970 5.169 5.511 5.307 5.161 0.342 0.138 0.007
10 990 5276 5511 5.307 5.268 0.235 0.031 0.008
10 1013.25 5.400 5.511 5307 5392 0.110 0.093 0.009
10 1030 5.490 5.511 5.307 5.481 0.021 0.183 0.009
10 1050 5.597 5.511 5.307 5.587 0.086 0.290 0.010
20 950 4.876 5.511 5.307 4.883 0.635 0431 0.007
20 970 4979 5511 5.307 4.985 0.532 0.328 0.006
20 990 5.082 5.511 5.307 5.088 0.429 0.225 0.006
20 1013.25 5.202 5.511 5.307 5208 0.309 0.105 0.006
20 1030 5.288 5.511 5.307 5.294 0.222 0.019 0.005
20 1050 5.391 5.511 5.307 5396 0.119 0.085 0.005
30 950 4.700 5.511 5.307 4.721 0.810 0.607 0.021
30 970 4.800 5.511 5.307 4.821 0.711 0.507 0.021
30 990 4.899 5.511 5.307 4.920 0.612 0.408 0.021
30 1013.25 5.015 5.511 5.307 5.036 0.496 0.292 0.021
30 1030 5.098 5511 5.307 5.119 0413 0.209 0.021
30 1050 5.197 5511 5.307 5218 0313 0.110 0.021
40 950 4.534 5.511 5.307 4.571 0.976 0.773 0.036
40 970 4.630 5.511 5.307 4.667 0.881 0.677 0.037
40 990 4726 5.511 5.307 4.763 0.785 0.581 0.037
40 1013.25 4.837 5.511 5.307 4.875 0.673 0.470 0.038
40 1030 4918 5.511 5.307 4.956 0.593 0.389 0.038
40 1050 5.013 5.511 5.307 5.052 0.497 0.293 0.038

Tabla A3-1 Tabla de refracciony error de a=10°
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T (°C) | P (hPa) | Rcapas (') [ RCassini (") | RAN (') | RBennett (') [ Error Cassini (') | Error AN (') | Error Bennett (")
-20 950 3.737 3.626 3.568 3.813 0.110 0.169 0.077
-20 970 3.815 3.626 3.568 3.894 0.189 0.247 0.078
-20 990 3.894 3.626 3.568 3.974 0.268 0.326 0.080
=20 [ 1013.25 3.986 3.626 3.568 4.067 0.360 0418 0.081
-20 1030 4.052 3.626 3.568 4.134 0.426 0.484 0.082
-20 1050 4.131 3.626 3.568 4215 0.505 0.563 0.084
-10 950 3.590 3.626 3.568 3.668 0.037 0.022 0.079
-10 970 3.665 3.626 3.568 3.746 0.039 0.097 0.080
-10 990 3.741 3.626 3.568 3.823 0.115 0.173 0.082
-10 [ 1013.25 3.829 3.626 3.568 3913 0.203 0.261 0.083
-10 1030 3.893 3.626 3.568 3.977 0.266 0.325 0.085
-10 1050 3.968 3.626 3.568 4.054 0.342 0.400 0.086

0 950 3.452 3.626 3.568 3.534 0.174 0.116 0.082
0 970 3.525 3.626 3.568 3.608 0.101 0.043 0.083
0 990 3.598 3.626 3.568 3.683 0.028 0.030 0.085
0 1013.25 3.683 3.626 3.568 3.769 0.056 0.114 0.087
0 1030 3.744 3.626 3.568 3.832 0.117 0.175 0.088
0 1050 3.816 3.626 3.568 3.906 0.190 0.248 0.090
10 950 3.323 3.626 3.568 3.409 0.303 0.245 0.086
10 970 3.393 3.626 3.568 3.481 0.233 0.175 0.088
10 990 3.463 3.626 3.568 3.553 0.163 0.105 0.090
10 1013.25 3.545 3.626 3.568 3.636 0.082 0.023 0.092
10 1030 3.603 3.626 3.568 3.696 0.023 0.035 0.093
10 1050 3.674 3.626 3.568 3.768 0.047 0.105 0.095
20 950 3.201 3.626 3.568 3.293 0.425 0.367 0.092
20 970 3.269 3.626 3.568 3.362 0.357 0.299 0.093
20 990 3.336 3.626 3.568 3.432 0.290 0.232 0.095
20 1013.25 3415 3.626 3.568 3.512 0.211 0.153 0.097
20 1030 3.471 3.626 3.568 3.570 0.155 0.097 0.099
20 1050 3.539 3.626 3.568 3.640 0.087 0.029 0.101
30 950 3.086 3.626 3.568 3.184 0.540 0.482 0.098
30 970 3.151 3.626 3.568 3.251 0.475 0417 0.100
30 990 3.216 3.626 3.568 3318 0.410 0.352 0.102
30 1013.25 3.292 3.626 3.568 3.396 0.334 0.276 0.104
30 1030 3.347 3.626 3.568 3.452 0.280 0.221 0.106
30 1050 3412 3.626 3.568 3.520 0.215 0.156 0.108
40 950 2977 3.626 3.568 3.083 0.649 0.591 0.105
40 970 3.040 3.626 3.568 3.148 0.586 0.528 0.107
40 990 3.103 3.626 3.568 3212 0.523 0.465 0.109
40 1013.25 3.176 3.626 3.568 3.288 0.450 0.392 0.112
40 1030 3.229 3.626 3.568 3.342 0.398 0.339 0.114
40 1050 3.291 3.626 3.568 3.407 0.335 0277 0.116

Tabla A3-2 Tabla de refraccion y error de a=15°
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T (°C) | P (hPa) | Reapas (') | RCassini (") [ RAN () [ RBennett (") [ Error Cassini (") | Error AN (') | Error Bennett (')
-20 950 1.731 1.683 1.677 1.801 0.048 0.054 0.070
-20 970 1.768 1.683 1.677 1.839 0.085 0.091 0.071
-20 990 1.804 1.683 1.677 1.877 0.121 0.127 0.072
-20 | 1013.25 1.847 1.683 1.677 1.921 0.164 0.170 0.074
-20 1030 1.877 1.683 1.677 1.953 0.194 0.200 0.075
-20 1050 1.914 1.683 1.677 1.990 0.231 0.237 0.077
-10 950 1.663 1.683 1.677 1.732 0.020 0.014 0.069
-10 970 1.698 1.683 1.677 1.769 0.016 0.021 0.070
-10 990 1.734 1.683 1.677 1.805 0.051 0.057 0.072
-10 | 1013.25 1.774 1.683 1.677 1.848 0.091 0.097 0.074
-10 1030 1.804 1.683 1.677 1.878 0.121 0.127 0.075
-10 1050 1.839 1.683 1.677 1915 0.156 0.162 0.076

0 950 1.600 1.683 1.677 1.669 0.083 0.077 0.069
0 970 1.634 1.683 1.677 1.704 0.049 0.043 0.071
0 990 1.667 1.683 1.677 1.739 0.016 0.010 0.072
0 1013.25 1.706 1.683 1.677 1.780 0.023 0.029 0.074
0 1030 1.735 1.683 1.677 1.810 0.052 0.058 0.075
0 1050 1.768 1.683 1.677 1.845 0.085 0.091 0.076
10 950 1.540 1.683 1.677 1.610 0.143 0.137 0.070
10 970 1.572 1.683 1.677 1.644 0.110 0.105 0.072
10 990 1.605 1.683 1.677 1.678 0.078 0.072 0.073
10 1013.25 1.643 1.683 1.677 1.717 0.040 0.034 0.075
10 1030 1.670 1.683 1.677 1.746 0.013 0.007 0.076
10 1050 1.702 1.683 1.677 1.780 0.019 0.025 0.077
20 950 1.484 1.683 1.677 1.555 0.199 0.193 0.071
20 970 1515 1.683 1.677 1.588 0.168 0.162 0.073
20 990 1.546 1.683 1.677 1.621 0.137 0.131 0.074
20 1013.25 1.583 1.683 1.677 1.659 0.100 0.094 0.076
20 1030 1.609 1.683 1.677 1.686 0.074 0.068 0.077
20 1050 1.640 1.683 1.677 1.719 0.043 0.037 0.079
30 950 1.430 1.683 1.677 1.504 0.253 0.247 0.073
30 970 1461 1.683 1.677 1.536 0.222 0.216 0.075
30 990 1.491 1.683 1.677 1.567 0.192 0.186 0.076
30 1013.25 1.526 1.683 1.677 1.604 0.157 0.151 0.078
30 1030 1.551 1.683 1.677 1.631 0.132 0.126 0.080
30 1050 1.581 1.683 1.677 1.662 0.102 0.096 0.081
40 950 1.380 1.683 1.677 1.456 0.303 0.297 0.076
40 970 1.409 1.683 1.677 1.487 0274 0.268 0.077
40 990 1.438 1.683 1.677 1.517 0.245 0.239 0.079
40 1013.25 1.472 1.683 1.677 1.553 0211 0.205 0.081
40 1030 1.496 1.683 1.677 1.578 0.187 0.181 0.082
40 1050 1.525 1.683 1.677 1.609 0.158 0.152 0.084

Tabla A3-3 Tabla de refraccion y error de a=30°
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T (°C) | P (hPa) | Rcapas (') [ RCassini (") | RAN (') | RBennett (') [ Error Cassini (') | Error AN (') | Error Bennett (")
-20 950 0.999 0.972 0.970 1.043 0.028 0.029 0.044
-20 970 1.020 0.972 0.970 1.065 0.049 0.050 0.045
-20 990 1.041 0.972 0.970 1.087 0.070 0.071 0.046
=20 [ 1013.25 1.066 0.972 0.970 1.113 0.094 0.095 0.047
-20 1030 1.084 0.972 0.970 1.131 0.112 0.113 0.048
-20 1050 1.105 0.972 0.970 1.153 0.133 0.134 0.049
-10 950 0.960 0.972 0.970 1.004 0.012 0.010 0.044
-10 970 0.980 0.972 0.970 1.025 0.009 0.010 0.044
-10 990 1.001 0.972 0.970 1.046 0.029 0.030 0.045
-10 [ 1013.25 1.024 0.972 0.970 1.070 0.052 0.054 0.046
-10 1030 1.041 0.972 0.970 1.088 0.069 0.071 0.047
-10 1050 1.061 0.972 0.970 1.109 0.090 0.091 0.048

0 950 0.923 0.972 0.970 0.967 0.048 0.047 0.043
0 970 0.943 0.972 0.970 0.987 0.029 0.028 0.044
0 990 0.962 0.972 0.970 1.008 0.009 0.008 0.045
0 1013.25 0.985 0.972 0.970 1.031 0.013 0.014 0.046
0 1030 1.001 0.972 0.970 1.048 0.030 0.031 0.047
0 1050 1.021 0.972 0.970 1.069 0.049 0.050 0.048
10 950 0.889 0.972 0.970 0.933 0.083 0.082 0.044
10 970 0.908 0.972 0.970 0.952 0.064 0.063 0.045
10 990 0.926 0.972 0.970 0.972 0.045 0.044 0.046
10 1013.25 0.948 0.972 0.970 0.995 0.024 0.022 0.047
10 1030 0.964 0.972 0.970 1.011 0.008 0.007 0.048
10 1050 0.982 0.972 0.970 1.031 0.011 0.012 0.048
20 950 0.856 0.972 0.970 0.901 0.115 0.114 0.045
20 970 0.874 0.972 0.970 0.920 0.097 0.096 0.045
20 990 0.892 0.972 0.970 0.939 0.079 0.078 0.046
20 1013.25 0913 0.972 0.970 0.961 0.058 0.057 0.047
20 1030 0.929 0.972 0.970 0.977 0.043 0.042 0.048
20 1050 0.947 0.972 0.970 0.996 0.025 0.024 0.049
30 950 0.826 0.972 0.970 0.871 0.146 0.145 0.046
30 970 0.843 0.972 0.970 0.890 0.129 0.127 0.046
30 990 0.860 0.972 0.970 0.908 0.111 0.110 0.047
30 1013.25 0.881 0.972 0.970 0.929 0.091 0.090 0.049
30 1030 0.895 0.972 0.970 0.945 0.076 0.075 0.049
30 1050 0913 0.972 0.970 0.963 0.059 0.058 0.050
40 950 0.797 0.972 0.970 0.843 0.175 0.174 0.047
40 970 0.813 0.972 0.970 0.861 0.158 0.157 0.048
40 990 0.830 0.972 0.970 0.879 0.142 0.140 0.049
40 1013.25 0.850 0.972 0.970 0.900 0.122 0.121 0.050
40 1030 0.864 0.972 0.970 0914 0.108 0.107 0.051
40 1050 0.880 0.972 0.970 0.932 0.091 0.090 0.052

Tabla A3-4 Tabla de refraccion y error de a=45°
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T (°C) | P (hPa) | Reapas (') | RCassini (") [ RAN () [ RBennett (") [ Error Cassini (") | Error AN (') | Error Bennett (')
-20 950 0.577 0.561 0.561 0.603 0.016 0.016 0.026
-20 970 0.589 0.561 0.561 0.615 0.028 0.028 0.026
-20 990 0.601 0.561 0.561 0.628 0.040 0.040 0.027
-20 | 1013.25 0.615 0.561 0.561 0.643 0.054 0.055 0.027
-20 1030 0.625 0.561 0.561 0.653 0.065 0.065 0.028
-20 1050 0.638 0.561 0.561 0.666 0.077 0.077 0.028
-10 950 0.554 0.561 0.561 0.580 0.007 0.006 0.026
-10 970 0.566 0.561 0.561 0.592 0.005 0.005 0.026
-10 990 0.578 0.561 0.561 0.604 0.017 0.017 0.027
-10 | 1013.25 0.591 0.561 0.561 0.618 0.030 0.030 0.027
-10 1030 0.601 0.561 0.561 0.629 0.040 0.040 0.028
-10 1050 0.613 0.561 0.561 0.641 0.052 0.052 0.028

0 950 0.533 0.561 0.561 0.559 0.028 0.028 0.025
0 970 0.544 0.561 0.561 0.570 0.017 0.016 0.026
0 990 0.556 0.561 0.561 0.582 0.005 0.005 0.027
0 1013.25 0.569 0.561 0.561 0.596 0.008 0.008 0.027
0 1030 0.578 0.561 0.561 0.606 0.017 0.017 0.028
0 1050 0.589 0.561 0.561 0.617 0.028 0.028 0.028
10 950 0.513 0.561 0.561 0.539 0.048 0.048 0.026
10 970 0.524 0.561 0.561 0.550 0.037 0.037 0.026
10 990 0.535 0.561 0.561 0.562 0.026 0.026 0.027
10 1013.25 0.547 0.561 0.561 0.575 0.014 0.013 0.027
10 1030 0.556 0.561 0.561 0.584 0.005 0.004 0.028
10 1050 0.567 0.561 0.561 0.596 0.006 0.006 0.028
20 950 0.494 0.561 0.561 0.520 0.067 0.066 0.026
20 970 0.505 0.561 0.561 0.531 0.056 0.056 0.027
20 990 0515 0.561 0.561 0.542 0.046 0.045 0.027
20 1013.25 0.527 0.561 0.561 0.555 0.034 0.033 0.028
20 1030 0.536 0.561 0.561 0.564 0.025 0.025 0.028
20 1050 0.546 0.561 0.561 0.575 0.015 0.014 0.029
30 950 0.477 0.561 0.561 0.503 0.084 0.084 0.027
30 970 0.487 0.561 0.561 0.514 0.074 0.074 0.027
30 990 0.497 0.561 0.561 0.524 0.064 0.064 0.028
30 1013.25 0.508 0.561 0.561 0.537 0.053 0.052 0.028
30 1030 0.517 0.561 0.561 0.546 0.044 0.044 0.029
30 1050 0.527 0.561 0.561 0.556 0.034 0.034 0.029
40 950 0.460 0.561 0.561 0.487 0.101 0.101 0.027
40 970 0.470 0.561 0.561 0.497 0.091 0.091 0.028
40 990 0.479 0.561 0.561 0.508 0.082 0.081 0.028
40 1013.25 0.491 0.561 0.561 0.520 0.070 0.070 0.029
40 1030 0.499 0.561 0.561 0.528 0.062 0.062 0.030
40 1050 0.508 0.561 0.561 0.539 0.053 0.052 0.030

Tabla A3-5 Tabla de refraccion y error de a=60°
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T (°C) | P (hPa) | Rcapas (') [ RCassini (") | RAN (') | RBennett (') [ Error Cassini (') | Error AN (') | Error Bennett (")
-20 950 0.268 0.260 0.260 0.279 0.007 0.007 0.011
-20 970 0.273 0.260 0.260 0.285 0.013 0.013 0.012
-20 990 0279 0.260 0.260 0.291 0.019 0.019 0.012
=20 [ 1013.25 0.286 0.260 0.260 0.298 0.025 0.025 0.012
-20 1030 0.290 0.260 0.260 0.303 0.030 0.030 0.012
-20 1050 0.296 0.260 0.260 0.309 0.036 0.036 0.013
-10 950 0.257 0.260 0.260 0.269 0.003 0.003 0.011
-10 970 0.263 0.260 0.260 0.274 0.002 0.002 0.012
-10 990 0.268 0.260 0.260 0.280 0.008 0.008 0.012
-10 [ 1013.25 0274 0.260 0.260 0.286 0.014 0.014 0.012
-10 1030 0.279 0.260 0.260 0.291 0.019 0.019 0.012
-10 1050 0.284 0.260 0.260 0.297 0.024 0.024 0.013

0 950 0.247 0.260 0.260 0.259 0.013 0.013 0.011
0 970 0.253 0.260 0.260 0.264 0.008 0.008 0.012
0 990 0.258 0.260 0.260 0.270 0.003 0.002 0.012
0 1013.25 0.264 0.260 0.260 0.276 0.004 0.004 0.012
0 1030 0.268 0.260 0.260 0.281 0.008 0.008 0.012
0 1050 0.273 0.260 0.260 0.286 0.013 0.013 0.013
10 950 0.238 0.260 0.260 0.250 0.022 0.022 0.011
10 970 0.243 0.260 0.260 0.255 0.017 0.017 0.012
10 990 0.248 0.260 0.260 0.260 0.012 0.012 0.012
10 1013.25 0.254 0.260 0.260 0.266 0.006 0.006 0.012
10 1030 0.258 0.260 0.260 0.271 0.002 0.002 0.012
10 1050 0.263 0.260 0.260 0.276 0.003 0.003 0.013
20 950 0.229 0.260 0.260 0.241 0.031 0.031 0.012
20 970 0.234 0.260 0.260 0.246 0.026 0.026 0.012
20 990 0.239 0.260 0.260 0.251 0.021 0.021 0.012
20 1013.25 0.245 0.260 0.260 0.257 0.016 0.016 0.012
20 1030 0.249 0.260 0.260 0.261 0.012 0.012 0.013
20 1050 0.254 0.260 0.260 0.266 0.007 0.007 0.013
30 950 0.221 0.260 0.260 0233 0.039 0.039 0.012
30 970 0.226 0.260 0.260 0.238 0.034 0.034 0.012
30 990 0.231 0.260 0.260 0.243 0.030 0.030 0.012
30 1013.25 0.236 0.260 0.260 0.249 0.024 0.024 0.013
30 1030 0.240 0.260 0.260 0.253 0.021 0.020 0.013
30 1050 0.245 0.260 0.260 0.258 0.016 0.016 0.013
40 950 0213 0.260 0.260 0.226 0.047 0.047 0.012
40 970 0218 0.260 0.260 0.230 0.042 0.042 0.013
40 990 0.222 0.260 0.260 0.235 0.038 0.038 0.013
40 1013.25 0.228 0.260 0.260 0.241 0.033 0.033 0.013
40 1030 0.231 0.260 0.260 0.245 0.029 0.029 0.013
40 1050 0.236 0.260 0.260 0.249 0.024 0.024 0.014

Tabla A3-6 Tabla de refraccion y error de a=75°
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IMPACTO EN LA PRECISION DE LA NAVEGACION ASTRONOMICA

ANEXO IV: CODIGO DEL PROGRAMA DE PYTHON DEL TFG

Debido a la extension del codigo fuente desarrollado en este trabajo, no se incluye integramente en
el cuerpo de la memoria. En su lugar, se ha depositado en un repositorio privado de GitHub, con el fin
de garantizar su correcta conservacion, organizacion y trazabilidad. El acceso al repositorio sera
facilitado al tutor o al tribunal evaluador en caso de ser requerido.

Enlace al repositorio: https://github.com/pabloroberto1902-creator/Programa-de-an-lisis-de-
modelos-de-refracci-n-y-su-impacto-en-la-navegaci-n-astron-mica
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ANEXO V: DECLARACION RESPONSABLE DE USO DE LA TA

El autor del presente Trabajo Fin de Grado declara que se ha hecho uso de herramientas de
inteligencia artificial de apoyo durante el desarrollo de este trabajo, concretamente del modelo ChatGPT.

El uso de dicha herramienta se ha limitado exclusivamente a tareas de apoyo, sin que en ningun caso
haya sustituido el trabajo intelectual propio del autor. En particular, la inteligencia artificial ha sido
empleada para:

e Lamejoray adaptacion del lenguaje del texto a un estilo mas académico y formal.
e La correccion gramatical y estilistica de los contenidos redactados.
e El apoyo en la depuracion y revision del codigo desarrollado en lenguaje Python.

En ningun caso la herramienta ha sido utilizada para la generacion automatica de contenidos
técnicos, resultados, andlisis, interpretaciones o conclusiones del trabajo, los cuales han sido elaborados
integramente por el autor. Se garantiza que el uso de estas herramientas ha respetado los principios de
integridad académica y originalidad, siendo el contenido final responsabilidad exclusiva del autor.

132



