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RESUMEN

Este trabajo aborda la transferencia de energia térmica por conduccion en dominios cilindricos, un
fendmeno habitual en la ingenieria naval, pero rara vez expuesto con la profundidad analitica que aqui
se presenta. Aunque las soluciones generales de la ecuacién del calor son bien conocidas y ampliamente
disponibles, lo distintivo de este estudio reside en el recorrido completo que se traza desde la formulacién
inicial hasta la obtencion detallada de cada expresion final. Lejos de limitarse a replicar resultados
clasicos, el trabajo desglosa, con rigurosa precision, cada paso: desde el cambio de coordenadas
cartesianas a cilindricas, pasando por la obtencion cuidadosa de derivadas parciales bajo diferentes
simplificaciones derivadas de la naturaleza de la forma geomeétrica del dominio del problema, hasta la
resolucion de las mismas considerando diferentes condiciones de contorno (Dirichlet y Neumann)
dependiendo de la informacién conocida del problema. Ademas, presentaremos representaciones
graficas de algunos de los problemas abordados que nos ayudaran a ilustrar los resultados obtenidos.

A lo largo de este recorrido, se pone en valor el proceso en si mismo, la l6gica interna que sostiene
cada desarrollo y que, a menudo, se diluye en exposiciones mas superficiales en la literatura disponible.
Este trabajo busca precisamente eso: recuperar la conexion natural entre la matematica y su aplicacion,
mostrando que el valor no esta solo en la solucion final, sino en la comprension profunda de como se
llega a ella, y en como, a partir de ese conocimiento, es posible interpretar y abordar con solidez
problemas reales de la ingenieria.

PALABRAS CLAVE

Transferencia de energia térmica, Condiciones de contorno, Ecuacion del calor, Ecuaciones
diferenciales, Coordenadas cilindricas.
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FORMULACION MATEMATICA DE LA TRANSFERENCIA DE ENERGIA TERMICA POR CONDUCCION EN DOMINIOS
CILINDRICOS

1 INTRODUCCION Y OBJETIVOS

1.1 Introduccion

La transferencia de energia térmica es un fendmeno fisico fundamental en numerosos procesos
industriales, tecnoldgicos y naturales. Entre los distintos mecanismos de transferencia, la conduccion
térmica cobra especial relevancia en sistemas donde no existe movimiento de materia, siendo
especialmente significativa en materiales sélidos. Esta forma de transmision energética es clave en areas
como la ingenieria naval, la generacion de energia, la refrigeracion de dispositivos electronicos y la
habitabilidad de sistemas cerrados, como los submarinos. En particular, muchas estructuras técnicas
relevantes presentan geometria cilindrica, lo cual obliga a adaptar las herramientas matematicas
tradicionales para describir de forma precisa la distribucion de temperatura y el flujo de calor. La
formulacion en coordenadas cilindricas de la ecuacién del calor, introducida originalmente por Joseph
Fourier en el siglo XIX [1], permite abordar este tipo de problemas con un enfoque mas realista y
riguroso.

En este Trabajo de Fin de Grado se aborda la formulacién matematica de la conduccidn térmica en
dominios cilindricos con un énfasis en un desarrollo teérico riguroso y detallado. Més alla de las
soluciones, disponibles en numerosas fuentes, el valor de este estudio radica en el proceso: en la
obtencion, paso a paso, de las ecuaciones. Se parte de la formulacion general en coordenadas cartesianas
para, mediante un desarrollo riguroso y detallado, alcanzar su expresion en coordenadas cilindricas,
herramienta indispensable para abordar con propiedad problemas reales de la ingenieria naval.

A lo largo del trabajo se analizan diversos casos particulares bajo la hipétesis de régimen
estacionario, considerando simetrias y simplificaciones que permiten modelar situaciones
representativas, como la transferencia de calor en tuberias, componentes de cascos o sistemas de
refrigeracion. Se contemplan distintas configuraciones de condiciones de contorno Dirichlet, cuando se
conoce el valor de la temperatura, o Neumann, cuando se conoce el valor del flujo de calor, lo que acerca
el estudio a las condiciones reales a las que se enfrentan ingenieros.

La estructura de la memoria ha sido disefiada para guiar al lector de manera clara y ordenada. Tras
una introduccion que enmarca el estudio y justifica la eleccion del tema, se expone un estado del arte
que recoge los fundamentos fisicos y matematicos necesarios, con especial atencion a las ecuaciones
diferenciales y a las técnicas clasicas de resolucion mediante separacion de variables y series de Fourier.
A continuacion, el grueso del trabajo se centra en el desarrollo de la ecuacién en coordenadas cilindricas,
abordando sus casos particulares y resoluciones analiticas. Finalmente, se presentan los resultados
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obtenidos mediante implementacién en MATLAB, ilustrando de manera visual la distribucion espacial
de la temperatura en algunos de los casos estudiados.

Este trabajo, por tanto, no pretende Unicamente presentar soluciones, sino ofrecer un desarrollo
solido y riguroso que permita comprender con profundidad el fenémeno fisico y sus implicaciones en
aplicaciones de interés para la ingenieria naval y mecanica.

1.2 Objetivos

El objetivo general de este trabajo es formular, analizar y resolver problemas de transmision de calor
en dominios cilindricos y bajo diferente condiciones de contorno (Dirichlet y Neumann), teniendo en
cuenta la informacion que se tenga del problema, como puede ser la temperatura o el flujo de calor
conocido, en las fronteras de los correspondientes dominios de los problemas reales en ingenieria.

Para alcanzar esta meta, se plantean varios objetivos especificos. En primer lugar, se pretende
transformar la ecuacion general del calor desde coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas,
explicando de forma detallada cada paso y su justificacion. Posteriormente, se estudian distintos casos
particulares de la ecuacion en régimen estacionario, aprovechando las simetrias del dominio para
simplificar el problema. Ademas, se analizan diversas configuraciones de condiciones de contorno,
como las de tipo Dirichlet y Neumann, con el fin de entender como afectan al comportamiento térmico
del sistema.

El trabajo también busca establecer una conexién entre los modelos matematicos obtenidos y su
aplicacion préctica en estructuras navales cilindricas, como tuberias o componentes de submarinos,
reflexionando sobre las posibles limitaciones del enfoque y proponiendo futuras lineas de mejora
mediante herramientas numéricas o simulaciones.
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2 ESTADO DEL ARTE

La transferencia de energia térmica es un proceso fundamental en mdaltiples aplicaciones de la
ingenieria y la ciencia, desde la climatizacion y la generacion de energia hasta la refrigeracion de
sistemas electronicos y la optimizacion de procesos industriales. Su estudio ha sido clave para el
desarrollo tecnoldgico, permitiendo disefiar soluciones eficientes para la gestion del calor en distintos
contextos, como el espacio, el medio marino y la industria nuclear [2].

A lo largo de la historia, la comprension de la naturaleza del calor ha evolucionado
significativamente, desde la teoria del caldrico hasta la consolidacion de la termodinamica y la mecanica
estadistica. Esta evolucion ha permitido describir con precision los mecanismos principales de
transferencia de calor: conduccidn, conveccion y radiacion, cada uno con sus propias caracteristicas y
aplicaciones [2].

El andlisis de estos mecanismos se basa en principios fisicos fundamentales y ecuaciones
diferenciales que modelan la propagacion del calor en diferentes medios y condiciones. En este sentido,
las ecuaciones diferenciales ordinarias y las derivadas parciales juegan un papel crucial en la formulacion
de modelos matematicos para predecir y optimizar la transferencia térmica en sistemas complejos.

Este estado del arte explora los fundamentos teéricos y aplicaciones practicas de la transferencia de
energia térmica, revisando sus mecanismos, los modelos matematicos asociados y su impacto en
distintos sectores tecnologicos y cientificos [2].

2.1 Transferencia de energia térmica

La transferencia de energia térmica es un fendmeno fisico que sucede cuando existe una diferencia
de temperaturas entre dos sistemas o regiones. Este proceso es fundamental en numerosas aplicaciones
de ingenieria, como la climatizacion, la generacion de energia, la refrigeracion y el disefio de sistemas
electronicos. La transferencia de energia térmica puede ocurrir mediante tres mecanismos principales:
conduccidn, conveccion y radiacion [2].

Figura 2-1 Mecanismos de trasferencia de energia térmica [3]

Antes de comentar cada uno de estos mecanismos, es importante conocer el origen historico de la
ecuacion que tiene el papel principal de este trabajo, la ecuacion del calor.

2.1.1 Origenes de la ecuacion del calor

Dado que el calor solo puede medirse de manera practica a través de la temperatura, el desarrollo
de un termometro fiable fue un paso crucial en el avance del estudio del calor. En este sentido, Daniel
Fahrenheit (1686-1736) desempefio un papel fundamental al disefiar los primeros termémetros de
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liquido sellados y establecer la escala Fahrenheit, en la que el punto de fusion del hielo se fija en 32° y
el de ebullicion del agua en 212°[1].

Més adelante, Joseph Black (1728-1799) observé que, durante la fusion del hielo, el material
absorbia calor sin que su temperatura cambiara. A partir de esto, introdujo el concepto de "calor latente"
para describir la energia que una sustancia absorbe o libera en los cambios de estado. También descubrio
que distintas sustancias requieren diferentes cantidades de calor para elevar su temperatura en la misma
medida, lo que llevo a la formulacion del concepto de “calor especifico”[4].

Posteriormente, Antoine Lavoisier y Pierre-Simon Laplace realizaron las primeras mediciones
cuantitativas del calor latente de fusion y del calor especifico de diversas sustancias. Ademas,
demostraron que la respiracion es, en esencia, un proceso de combustion en el que el oxigeno se combina
con el carbono del cuerpo, liberando calor. Su contribucion fue clave para la ecuacion de Fourier, ya que
el concepto de calor especifico es esencial para entender los cambios de temperatura con el tiempo [1].

En cuanto a la conduccion del calor en sélidos, Baptiste Biot (1774-1862), basandose en la ley
de enfriamiento de Newton, descubrié que la temperatura en un punto de una varilla calentada depende
de los puntos cercanos.

Cuando Fourier comenz0 su trabajo sobre la conduccion del calor, tanto el estudio del calor como
el desarrollo de ecuaciones en derivadas parciales estaban en sus primeras etapas. En aquel entonces,
existian dos posturas sobre la naturaleza del calor: algunos cientificos, como Biot, lo consideraban un
fluido capaz de penetrar los cuerpos, mientras que otros lo entendian como el resultado de vibraciones
moleculares rapidas. Fourier evito entrar en este debate y adopté un enfoque empirico, centrandose en
describir el comportamiento del calor a nivel macroscopico [4].

A partir de los estudios previos de Biot, Fourier planted el problema de la conduccion del calor
en términos de tres elementos fundamentales: el transporte de calor a través del espacio, su
almacenamiento en pequefias porciones del material y las condiciones de contorno. Su mayor aportacion
fue la formulacién de una teoria matematica completa del calor, que incluy6 la ecuacion de conduccion
del calor y el uso de series de Fourier para resolverla.

La ecuacion del calor, una ecuacién en derivadas parciales fue formulada por primera vez por
Joseph Fourier en 1822 para describir el fendémeno de transferencia de calor [1]:

, 07T 0°T 9T T
dx?  0y? 622) ot

a

donde «a es la difusividad del material (m/s?) o1 az—Tyaz—T
' ox2’ 9y2Y 9z2
T

temperatura en las direcciones x ,yy z,y F la derivada de la temperatura respecto al tiempo. Una vez

se ha comprendido la historia de la transferencia del calor, se explican los distintos tipos de transferencia
de calor que existen.

son las derivadas segundas parciales de la

2.1.2 Conduccién

La conduccidn es el proceso de transferencia de calor a través de un material sin movimiento
neto del propio material. Ocurre principalmente en solidos, donde las particulas (atomos, moléculas o
electrones) vibran y transfieren energia a sus vecinas. La conduccion también puede ocurrir en fluidos,
aunque es menos significativa en comparacion con la conveccion [5].

10
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Fourier fue quien formulé la ecuacion que describe la conduccion del calor en los cuerpos sélidos,
conocida como la Ecuacion del Calor. La ley de Fourier describe el flujo de calor en un medio debido a
la conduccion térmica, y se expresa matematicamente como:

B de
1= dx

donde q es el flujo de calor por unidad de area (W/m2), k es la conductividad térmica del material
(W/m-K) y Z—i (K/m) es el gradiente de temperatura en la direccion del flujo de calor. La ley establece

que el calor fluye de las regiones de mayor temperatura a las de menor temperatura y que la tasa de
transferencia de calor es proporcional al gradiente de temperatura. El signo negativo indica que el calor
fluye en la direccion opuesta al aumento de temperatura [6].

2.1.3 Conveccion

La conveccién es el proceso de transferencia de calor mediante el movimiento de fluidos
(liquidos o gases). Este mecanismo combina la conduccion y el movimiento macroscépico del fluido.
Existen dos formas de conveccion en funcion de si el movimiento cuando se realiza es natural o forzado.
La conveccién natural ocurre debido a las diferencias de densidad causadas por gradientes de
temperatura en el fluido. Un ejemplo clasico es el aire caliente que se eleva y el aire frio que desciende,
creando corrientes de conveccion. Por otro lado, la conveccion forzada se induce mediante medios
externos, como ventiladores, bombas o vientos, que aceleran el movimiento del fluido y, por tanto, la
transferencia de calor [7].

La conveccion es un fendmeno complejo que combina la transferencia de calor por conduccion
en el fluido y el transporte de energia debido al movimiento del fluido mismo. Este proceso se describe
matematicamente mediante la Ley de Enfriamiento de Newton. Esta ley describe la transferencia de
calor por conveccion entre una superficie solida y un fluido en movimiento, y se expresa
matematicamente como:

q=h-(Ts—Tx)

donde g es el flujo de calor por unidad de area (W/m2), h es el coeficiente de transferencia de calor por
conveccion (en W/m2-K), T; es la temperatura de la superficie (en K) y T,, es la temperatura del fluido
lejos de la superficie (en K). El coeficiente h depende de factores como las propiedades del fluido
(viscosidad, conductividad térmica, densidad), la velocidad del fluido y la geometria de la superficie
(W/(m2-K)). Su determinacion es crucial para el disefio de sistemas térmicos y suele obtenerse
experimentalmente o mediante correlaciones empiricas [6].

2.1.4 Radiacién

La radiacion térmica es el proceso por el cual un cuerpo emite energia en forma de ondas
electromagnéticas debido a su temperatura. Todos los cuerpos con una temperatura superior al cero
absoluto (-273.15 °C) emiten radiacion térmica. La cantidad y la distribucion espectral de esta radiacion
dependen de la temperatura y las propiedades de la superficie del cuerpo, como su emisividad [8].

La radiacion térmica se rige por leyes fisicas bien establecidas, entre las cuales destaca la Ley de
Stefan-Boltzmann, que cuantifica la energia radiada por un cuerpo en funcion de su temperatura. Dicha
ley establece que la potencia radiante (g) emitida por un cuerpo negro (un emisor ideal) es proporcional
a la cuarta potencia de su temperatura absoluta (T). Matematicamente, se expresa como:

q:o—.T4;

donde q es el flujo de calor por unidad de area (W/m2), o es la constante de Stefan-Boltzmann
_g W-k*
(5.67 x 10 BF) y T es la temperatura absoluta del cuerpo (en K) [8].
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2.2 Ecuaciones diferenciales

Tal como se presentd anteriormente, la transferencia de calor, especialmente mediante conduccion,
conveccion y radiacion, puede describirse matematicamente por medio de ecuaciones especificas que
relacionan variables fisicas como la temperatura, el espacio y el tiempo. La formulacion original de la
ecuacion del calor propuesta por Fourier constituye un ejemplo paradigmatico de una ecuacion
diferencial en derivadas parciales. Por esta razdn, antes de profundizar en la resolucion de esta ecuacion,
resulta imprescindible comprender con claridad el concepto general de las ecuaciones diferenciales, sus
caracteristicas fundamentales y su clasificacion.

Las ecuaciones diferenciales son una herramienta matematica fundamental en la ciencia y la
ingenieria, utilizadas para modelar fendmenos dindmicos que varian en funcion de una o mas variables
independientes. Estas ecuaciones relacionan una funcion con sus derivadas, permitiendo describir
sistemas fisicos, bioldgicos, econémicos y tecnoldgicos [9].

Formalmente, una ecuacién diferencial es una ecuacion matematica que contiene una 0 mas
derivadas de una funcién desconocida. Se utilizan para modelar sistemas dinamicos, como el
movimiento de un objeto, la difusion del calor o el crecimiento poblacional [9].

Las ecuaciones diferenciales pueden clasificarse segun diversos criterios, tales como el tipo de
derivadas que contienen, su orden, su grado y su linealidad. Si nos centramos en el nimero de variables
independientes (aquellas con respecto a las cuales se realiza la diferenciacion, se pueden diferenciar dos
grandes tipos: las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) y las ecuaciones en derivadas parciales
(EDP).

2.2.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs)

Una ecuacion diferencial ordinaria es una ecuaciéon que involucra una funcion incognita, su
derivada y una Unica variable independiente. Estas ecuaciones aparecen en una gran variedad de
problemas cientificos e ingenieriles, modelando fenémenos como el crecimiento poblacional, el
movimiento de particulas, la disipacion de energia, entre otros. El orden de una ecuacion diferencial esta
determinado por la derivada de mayor grado presente en la ecuacion. En este trabajo, nos enfocamos en
las ecuaciones de primer y segundo orden [9].

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden son aquellas que relacionan una variable
independiente y su derivada de primer orden. Su forma general es:

F(x,y,y") =0, 0bien como Z—i =f(x,y)

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden involucran derivadas de hasta segundo
grado. Su forma general es:

F(x,y,y,y") =0

Un caso relevante es la ecuacion de calor en estado estacionario en una dimension:
d*T
dx? 0.
siendo T la temperatura en funcidn de x. Esta ecuacidn, la cual se observara posteriormente en el trabajo,
describe como se distribuye la temperatura en un medio unidimensional cuando no hay variacion
temporal [10].
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Las EDO de segundo orden también son fundamentales en el estudio del movimiento oscilatorio,
como en el caso de la ecuacion del péndulo o de los sistemas mecanicos sometidos a fuerzas externas

[9].

2.2.2 Ecuaciones en derivadas parciales (EDPs)

A diferencia de las ecuaciones diferenciales ordinarias, una EDP involucra dos o mas variables
independientes y sus derivadas parciales. Este tipo de ecuaciones es crucial para describir fendmenos
fisicos donde las magnitudes dependen de méas de una variable, como la propagacion del calor, el flujo
de fluidos y la mecanica cuantica [9].

Dado que los fendmenos naturales son generalmente complejos, muchas de las leyes fisicas mas
importantes estan formuladas mediante ecuaciones en derivadas parciales.
SiT=f(xy,2zt) es una funcion de tres coordenadas espaciales y del tiempo, entonces algunas
ecuaciones diferenciales parciales fundamentales son:

e Ecuacion de Laplace:

0’ 0T 9T _
0x%  dy?  09z2

e Ecuacién del calor:
,,0°T 9°T 0*T 0T

0x? +6y2 + 9z2’ ~ At

e Ecuacion de Laplace:
0%T 09°T 0°T. 0°T
2 + +—) =
dx? 0y? 0z? at?

Cada una de las ecuaciones anteriores desemperfia un papel crucial en la fisica tedrica y ha sido el
punto de partida para desarrollos matematicos profundos en analisis y ecuaciones diferenciales [9].

2.2.3 Series de Fourier

La idea central detras de las series de Fourier es que cualquier funcion periddica, es decir, que se
repite cada cierto periodo P, puede escribirse como una suma de funciones seno y coseno con ese mismo
periodo. Fue Fourier quien intentd demostrar que cualquier funcidon que sea diferenciable se puede
descomponer en una serie de este tipo[11]. Las series trigonomeétricas y, en particular, las series de
Fourier, tienen un papel fundamental en la resolucion de muchas ecuaciones que aparecen en fenémenos
como el sonido, las ondas electromagnéticas, las sefiales, entre otros. En nuestro caso especifico, al tratar
la Ecuacion del Calor, las series de Fourier seran clave, ya que la solucion de dicha ecuacion depende
directamente de sus constantes.

Si tenemos una funcion integrable f, esta puede expresarse como una serie trigonomeétrica de la
siguiente manera:

1 oo
f(x) = > o + Z(ancos nx + b,sinnx)
n=1

donde ay, a,, ¥ b, son los coeficientes de la serie y se calculan asi:

a, = % f_nnf(x)cos (nx) dxy b, = % f_nnf(x)sin (nx) dx,

13
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aqui = representa el periodo de la funcién [11].

2.3 Aplicaciones de la transferencia de energia térmica

La transferencia de calor es un fenémeno crucial en numerosos sistemas y procesos industriales,
tecnoldgicos y ambientales, es por ello la relevancia de este TFG. Muchos problemas practicos requieren
un analisis térmico detallado para garantizar eficiencia, seguridad y funcionalidad. A continuacion,
destacamos algunos ejemplos relevantes para otras aplicaciones de interés general:

Refrigeracion en satélites y estaciones espaciales. En el espacio, la transferencia de calor
es un desafio debido a la ausencia de conveccion y contacto con fluidos circundantes. La
gestion térmica de satélites y estaciones espaciales depende de sistemas de radiacion térmica
y disipadores de calor avanzados. Estudiar la transferencia de calor en estos entornos es clave
para el disefio de naves espaciales y equipos electrénicos que deben operar en temperaturas
extremas [12].

Figura 2-2 Estacidn espacial internacional [13]

Enfriamiento de contenedores sumergidos. La refrigeracidén por inmersién es una técnica
en la que los equipos electrénicos se sumergen en un liquido dieléctrico para disipar el calor
generado durante su funcionamiento. Esta metodologia es especialmente Util en centros de
datos y en aplicaciones de mineria de criptomonedas, donde se busca una gestion térmica
eficiente. Los sistemas de refrigeracion por inmersion pueden clasificarse en dos tipos: los
de una fase, en los que el liquido no se evapora; el calor se disipa mediante la circulacion del
liquido a través de intercambiadores de calor. Por otro lado existen los de dos fases, en los
cuales, el liquido se evapora al absorber el calor y luego se condensa para ser reutilizado
[12].

Estos sistemas ofrecen ventajas como una mayor eficiencia energética y una reduccion
en el ruido y el mantenimiento, al eliminar la necesidad de ventiladores tradicionales. El
estudio de la conveccion natural en el agua de mar es esencial para evaluar la capacidad de
disipacion térmica de contenedores sumergidos. Esta aplicacion es relevante en el
almacenamiento seguro de materiales sensibles a la temperatura, como baterias de litio,
equipos electronicos o reactores en sistemas marinos. Comprender la dinamica del flujo de
calor permite optimizar los sistemas de enfriamiento pasivo en entornos submarinos [12].
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Figura 2-3 Data center sumergido [14]

e Enfriamiento de reactores nucleares. La transferencia térmica es fundamental en el
funcionamiento seguro y eficiente de los reactores nucleares, ya que permite la gestion
adecuada del calor generado durante la fision nuclear. Los reactores refrigerados por agua
(WCR, por sus siglas en inglés) han sido la base de la industria nuclear desde el siglo XX.
De los 442 reactores en operacion actualmente, el 96% utilizan agua como refrigerante.
Dentro de estos, se encuentran los reactores de agua a presion (PWR). Estos reactores utilizan
agua a alta presion para transferir el calor generado en el nacleo del reactor a un generador
de vapor. El agua fria circula por los tubos del circuito de refrigeracion, se calienta al pasar
por el condensador y posteriormente se enfria nuevamente al atravesar el "sumidero de calor"
de la central, que puede ser un rio, pantano, mar o torres de refrigeracion [15].

Edificio de
contencién

_Generador
"~ eléctrico

Condensador

Reactor Refrigerador

Barras de
control

Agua
- caliente

Rio, lago
o mar

v égua fria

bomba

Figura 2-4 Refrigeracion central nuclear [16]

Todos estos ejemplos son de vital importancia, pero si nos centramos en la Armada, y mas
concretamente en la transferencia de calor por conduccion, uno de los més relevantes podemos
encontrarlo en diferentes elementos que conforman un submarino.

2.3.1 Ejemplos de transferencia de calor por conduccién en un submarino
La transferencia de calor por conduccion es esencial en el disefio y funcionamiento de los
submarinos, ya que afecta su temperatura interna, el enfriamiento de sus sistemas y su interaccion con
el entorno marino.
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e

Figura 2-5 Submarino S-81 [17]

A continuacién, se detallan los mecanismos clave mediante los cuales la conduccién térmica afecta
a un submarino:

Disipacion de calor a través del casco. El casco de un submarino esta en contacto directo
con el agua del océano. El calor generado en el interior del submarino se transfiere hacia el
exterior mediante conduccidn a través de los materiales metalicos que componen el casco.
Este proceso es esencial para evitar el sobrecalentamiento interno y para minimizar la firma
térmica del submarino, ya que una temperatura elevada en la superficie podria hacerlo mas
detectable por sensores térmicos adversarios. Cuando el casco o sus componentes se modelan
como dominios cilindricos, se emplean ecuaciones diferenciales en coordenadas cilindricas
para describir el flujo de calor [9].

Refrigeracion de equipos y sistemas. Los componentes internos del submarino, como
motores, generadores eléctricos y, en el caso de submarinos nucleares, reactores, generan
cantidades significativas de calor durante su operacion. Este calor se transfiere por
conduccién desde estos componentes hacia sistemas de refrigeracion, como
intercambiadores de calor, que posteriormente disipan la energia térmica al medio ambiente.
Muchos de estos componentes tienen geometria cilindrica (por ejemplo, tuberias de
refrigerante y generadores). En estos casos, se utiliza la ecuacion de conduccién térmica en
coordenadas cilindricas transitorias para modelar la variacion espacial y temporal de la
temperatura [10].

Condiciones de habitabilidad. La conduccion de calor a través de las paredes y pisos del
submarino influye en el confort térmico de la tripulacion. Una distribucion inadecuada del
calor puede generar zonas con temperaturas desiguales, afectando la habitabilidad. Ademas,
una conduccién térmica deficiente puede provocar la condensacién de humedad en las
superficies internas, lo que podria conducir a problemas de corrosion y deterioro de los
equipos. En éreas cilindricas como conductos de ventilacion o compartimientos
redondeados, el analisis de la distribucion térmica en coordenadas cilindricas permite
optimizar el disefio del aislamiento y los flujos térmicos internos [11].

Aislamiento térmico. Para controlar la transferencia de calor y mantener la discrecion
térmica, se emplean materiales con baja conductividad térmica en areas criticas del
submarino. Estos materiales aislantes ayudan a minimizar las pérdidas de calor y a mantener
temperaturas operativas optimas en compartimentos sensibles. En estructuras cilindricas, la
eficiencia del aislamiento puede evaluarse mediante soluciones analiticas o numeéricas de la
ecuacion cilindrica de conduccion, considerando las propiedades térmicas de maltiples capas
conceéntricas [11].
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Es por todo esto que la conduccion térmica especialmente en estructuras con geometria
cilindrica, muy comunes en la ingenieria naval desempefia un papel crucial en el disefio y
operacion de los submarinos. A través de la aplicacion de ecuaciones diferenciales parciales en
coordenadas cilindricas, es posible simular y optimizar la transferencia de calor en tuberias,
cascos, reactores y conductos. Un control adecuado de la conduccién térmica garantiza no solo
la funcionalidad técnica, sino también la discrecion operativa y el confort de la tripulacion en
entornos estratégicos.
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3 DESARROLLO DEL TFG

En este capitulo desarrollaremos de forma tedrica y préactica la ecuacion de calor en coordenadas
cilindricas, un modelo fundamental en el analisis de fendémenos de transferencia térmica que se presentan
en multiples situaciones reales de la ingenieria, especialmente en sistemas con geometria radial como
tuberias, reactores y componentes cilindricos.

En primer lugar, realizaremos una transformacion detallada de la ecuacion del calor desde el sistema
de coordenadas cartesianas al sistema cilindrico, aplicando cuidadosamente las reglas de la cadena y las
derivadas parciales para obtener la expresién general en coordenadas (r,6,z). Este desarrollo se
acompanfara del analisis matematico riguroso de cada término.

En segundo lugar, se presentardn casos particulares de la ecuacion en régimen estacionario,
considerando que la temperatura no depende de una o mas variables. A partir de esta simplificacion,
abordaremos diferentes configuraciones como problemas unidimensionales en funcion de r, de 8 o de
z, y también el caso bidimensional en funcién de la seccidn transversal de un cilindro.

A continuacién, se resolveran estos problemas empleando condiciones de contorno: Dirichlet
(temperatura conocida), Neumann (flujo conocido). Para cada caso, se estudiaran tanto las soluciones
homogéneas como las no homogéneas, incluyendo su deduccion paso a paso y la aplicacion de las
propiedades de simetria y periodicidad cuando corresponda.

3.1 Ecuacion del calor en coordenadas cilindricas

En este apartado, dado que en este trabajo se van a estudiar diferentes problemas en un dominio
cilindrico, lo primero que se va a hacer es un cambio de coordenadas cartesianas a coordenadas
cilindricas.

Sea T una funcién dependiente del espacio (x,y,z) y del tiempo, t. Partiendo de la ecuacion del
calor en coordenadas cartesianas [1]:

, 07T 0°T 0°T ot 0
dx?  0y? 622) ot

Para transformar la ecuacion de coordenadas cilindricas (r,8, z), debemos tener en cuenta (véase
Figura 3-1)

xX=r-cosf; y=r-senf; z=1z
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Vista Lateral Vista Superior

- -~ N A
/

6= arctan(y/x)

r=yVx2+y?

Figura 3-1 Coordenadas cilindricas [Realizado mediante 1A]

Como la z no varia, se puede afirmar que la derivada parcial respecto a z se mantiene igual:
0°T  9°T
9z 0z%
Del mismo modo pasa con el tiempo, el cual no varia y podemos afirmar lo mismo, obteniendo:
oT 0T
ot ot

e Derivadas con respecto a X

En primer lugar, se usa la regla de la cadena para obtener la primera derivada:

oT _ar or T 36
dx dr dx 06 OJx’

a0

Primero calculamos or ,, 98
0x y ax’

Sabiendo que r = 4/x? + y? , derivamos respecto a x y se obtiene que:

or 1 2x _ X _r-cosf p
ox 2 [xzyyz | [xZ4yz T B 2)
Sabiendo que:
0 = arcotg(%)
Se deriva con respecto a x se obtiene que:
00 _% =y _ —send
ax_l y2 x2+4+y2  r ©)
Tz

Con (2) y (3) deducimos entonces que:
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aT_ p 0T sen@ 0T
ax %7 or r 90

Calculamos la segunda derivada con respecto a x:

d0%T 8( dT sen® 6T> 6( 6T> 0 (sen@ 6T>
= cos =

dx2  dx or r 00 Ox or ox\ r 08
oT senf oT
a(COSQ) 6T 5. d (W) d ( r ) oT senf O (@)
ax  or +cos 0x 0x 06 r 0x

aT senf oT
__0(cosB) oT b 6(5) o 6( - ) aT __senb 6(%)
o SenA=—Tr—-5 BScost - SO=—5 75 Y=
Se resuelve cada término de forma independiente, empezando por A donde

tenemos que:
d(cosf) _ 9(cosH) ) 6_r + d(cosB) . %
ax  or  ox 96  oax

si se utilizan relaciones (2) y (3):

d(cosB) —senf

5 = (—senf) - (——);
y por lo tanto:
sen29 aT
r ar
Continuando con B donde:
0Gp _ 9GD ar  9GD a0
dx Tor  ox 90  ox’

si se utilizan relaciones (2) y (3) y se sustituye:

oT

03 _ a%T senf 9T

—2 = — . cos6 — C—
ax ar? r 200r

y por lo tanto:
9°T __ send -cos 2T

arz T 000r

B=cos?0 -

Continuando con el siguiente término, C, tenemos que:

senf senf sen9
0CES) a5 ar o

) 06

ox T a0 ax

si se utilizan relaciones (2) y (3) ; se tiene que:

senf

(=

-1 cosf —senf _ —2-senf-cosb
= cos6 - senf - — + . =
ax T2 T T r2

y por lo tanto:
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C= —2-senf-cos@ 0T
B 72 26

Y por ultimo se calcula el término D:

oT oT. oT
0Gg) _ 9Gg) or  9Gg) o6
dx ar ax 20 ax

si se utilizan relaciones (2) y (3) y se sustituye:
oT
9(5p) 0T 0°T  senf  0°T senf 0°T

ax ~ aoar 9392 T 7 ggar O T G0z

y por lo tanto:

__senB-cosf 9*T  sen?6 93T

D: r “oree 1z a2
. . . . .- a°T .
A partlr de estos terminos, si sustituimos en P se obtiene:
0%T  senB? 0T 2, 02T  sen®-cos6 02T | 2-senf-cos§ OT senf-cos® 92T | sen?6 02T ,
ax? 1 .E-I-COSQ.(??_ T .696r+ T2 ‘90 T '6r69+ 2 962’

Si simplificamos obtenemos que:

0°T sen?6 0T 5 0°T 2-senf-cos@ 0°T 2-senf-cosd OT sen?6 0°T
— = - —=—+ cos“0 - - : + ——+ S5
O0x? r or or? T droo r2 00 r2 062

e Derivadas con respecto a y

En primer lugar, se usa la regla de la cadena para obtener la primera derivada:
aT_aT ar+aT 08
dy or dy 06 dy’
Primero calculamos or ,, 9
ay y dy

Sabiendo que r = /x2 + y? ; derivamos respecto a y:

or 1 2y y r - senf
— == = = = seng;
dy 2 [Jx24+y? [xZ+4y? r (4)
Para 6 = arcotg(%) ; Se tiene que:
1
0 x = x  r-cos@ cosb
ay 2 x24y2 2 1 5
Y o1+ y ®)

Con (4) y (5) deducimos entonces que:
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oT _ p aT N cosf OT
dy sen ar r 06
Calculamos la segunda derivada con respecto a y, obtenido utilizando la regla de la
cadena que:
0°T 0 ( 0 6T+c050 6T>_ 0 ( 0 6T>+ 0 (cos@ 6T> B
ayz —ay Y ey T 90) Tay Y e ) T oy Uy T90) T
aT cos6 aT
_ 0(sent) OT + send (W) N d ( r ) oT N cosf 0 (69)
~ ey or 0" dy dy 00 r dy '
oT cos6 oT
_ogens) or .o 5) () or . _cost 2(35)
o Sean A= 3y Pt B=senf P C= 3y 39 =— ay

Se resuelve cada término de forma independiente, empezando por A donde:

d(senf) _ 0(send) 6r+6(sen9) a6
ay  ar 3y 96  ay’

si se utilizan relaciones (4) y (5) y se sustituye:

d(senf cos6@ cos?0
Osend) _ (cos@) - (—) = ;
dy r r

y por lo tanto:

__cos?@ T

r or

Continuando con B, donde:

aT oT. aT.
0G) _ G or 3G o6,
dy ar dy 20 ay’

si se utilizan relaciones (4) y (5) y se sustituye:

aT
0(32) a%r cos® 9T
—or = - senf + ST

dy arz
y por lo tanto:

02T  senB -cos@ 02T
— 2np .2 ° .
B=sen®0 or2 + r 090r

Para el término C, se tiene que:

cos0 cosf cos0
0D 0D ar AEET) a6

ay or  dy 00 ay’

si se utilizan relaciones (4) y (5) ; se tiene que:
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senf
r

oy

a( -1 cosf —senf _ —2-senf-cos6
= cos6 -senf - — + : = >
r r r r

y por lo tanto:

C= —2-senf-cos@ 0T
B 72 26

Y por ultimo se calcula el término D:
a a a
0Gg) _ 3Gy ar  0Gp a0
ay  ar ay a6 oy’

si se utilizan relaciones (4) y (5) y se sustituye:

aT

9(5g) 3T 92T cosb |

0 = —— . senf + — - —;
dy d6-or 062 T

y por lo tanto:

D= cosf-sen® 9°T | cos?6 9°T

] o ) r " 9rae 2 962
A partir de estos términos, se obtiene:

9T _ cosB? 6_T+S€n26 9°T | senf-cos§ 0°T  2-senf-cos§ OT | senB-cos§ °T | cos’8 9°T
h or r2

oy? T a T “o0or r2 26 T " 9rae 72 902’
Si simplificamos obtenemos:
0°T cosB? 0T ,, 0°T 2-senf-cos® 0°T 2-senf-cosf OT cos’6 0°T
— = - —+ sen?6 - —+ - — F— P
dy? r  or or? r orob r2 26 rz2 06?2

Si volvemos a la ecuacién (1) y sustituimos las expresiones obtenidas anteriormente se puede
observar:

5 ,sen?6 OT 2 02T  2-sen@-cos® 92T 2-senB-cos® OT . sen?0 92T . cosB? T
a” - (—— 5 tcos?0 -~

or "orae r? '£+ r? .ﬁ-l- r ‘6_r+
2, 02T | 2-senf-cos® 0%T  2-senB-cos® OT cos?0 92T | 92T ar .
sen“0 - — + : — —+ =t =) ==
or? r oroo r2 00 r2 0962 0z? dt

simplificando obtenemos:

5 9°T 1 aT 1 0°T 9*T_ dT

a

ar2 r 6r+r2 692+622 25 (6)

siendo la ecuacion en coordenadas cilindricas de la ecuacion del calor, cuya solucidn sera una funcion
T(t,r,0,z) definidaparat > 0,r € [ry,1.],0 € [0,2n] yz € [0, z.].

Resolver la ecuacion (6) o la (1) es algo muy costoso y complejo, por tanto, cuando el problema que
se pretende modelar lo permite, se deben introducir simplificaciones. Una de las simplificaciones méas

usuales se debe a las que derivan de las simetrias del dominio, algunas de las cuales se van a estudiar en
los siguientes apartados.
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3.2 Ecuacion del calor en estado estacionario independiente de 8 y z

A partir de este punto y para el resto de puntos, se considera que el sistema térmico se encuentra en
régimen estacionario, es decir, que la temperatura ha alcanzado un estado estable y no varia con el
tiempo. Esta simplificacidn nos posibilita abordar con mayor profundidad las implicaciones matematicas
derivadas de la geometria cilindrica y las distintas configuraciones de contorno, alineandose asi con los
objetivos centrales de este trabajo.

Supongamos que nuestro problema es independiente del angulo y de la direccion longitudinal z.

Estamos entonces ante un problema de transmision de calor unidimensional en la direccion del radio, lo
que es lo mismo, una barra de longitud r,-r;, (véase Figura 3-2), con r;, > r, > 0 con valores reales.

U )

x=1Tp X=T], X

Figura 3-2 Varilla de longitud r,-r, [Elaboracion propia]

Por tanto, a partir de la ecuacion del calor (6), deducimos que:

d*T N 1 dT 0
dr?  r dr
En esta ecuacion, la funcidon T solo depende entonces de r, por tanto se trata de una ecuacion
diferencial ordinaria de segundo orden que se puede escribir como:

1

T"+—-T'=0
si multiplicamos la ecuacién por r:

r-T"+T' =0;
de donde se deduce que:

d
—(-TH=0;
el GRRA

por lo que si integramos ambos lados de la ecuacion se obtiene:
T, r = Cl’

por lo tanto:

si se integran ambos lados, nuevamente se obtiene que:
T(r)=Cy-In(r) + Cy; conCy,C, ER; 1 € [1y,11] @)

Esta expresion es la solucion para el problema de transmision unidimensional a través de una barra
de longitud r,-1;, en funcion de las constantes C; y C,. Estas constantes se van a deducir en funcion de
las condiciones de contorno del problema, en este caso, en los extremos de la barra. Estas condiciones
varian en funcion de la informacion que se conozca del problema. Por un lado, si conocemos la
temperatura en los extremos de la barra, consideraremos condiciones de tipo Dirichlet (conocida el valor
de lafuncion T en r, y 1). Por otro lado, si conocemos en un extremo la temperatura y en el otro el flujo
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de calor, consideraremos condiciones de tipo Dirichlet-Neumann (conocido el valor de T en uno de los
extremos y el valor de su derivada en el otro).

3.2.1 Condiciones de contorno de tipo Dirichlet
En primer lugar, se aplican las condiciones de contorno Dirichlet en el caso homogeéneo (es decir, la
temperatura es nula en ambos extremos). Si aplicamos las condiciones de frontera para este caso:
T(rp) =0y T(r) =0;

{T(ro) = Cl ‘ ln(ro) + Cz = 0 . {Cz = _Cl : ln(ro)
T(T‘L) = Cl * ln(TL) + CZ = 0 ’ CZ == _Cl : ln(T‘L)

Igualando y despejando:
€, - (In(re) — In(m)) = 0;

T
C, - In (—0) = 0;
T,

por lo tanto:

como 1, # 1, entonces deducimos que C; = 0y C, = 0, por lo que la Unica solucion posible es la
trivial:
T(r)=0.

En segundo lugar, se aplican las condiciones de contorno Dirichlet en el caso no homogéneo. A
partir de la solucion general (7) , si se aplican las condiciones de contorno Dirichlet, se obtiene:

T(ro) = goy T(r,) = g1, donde goy g, €R,
por lo que:

{T(To) =C-In(rp) +Ca =g,
T(r)=C-In(r) +C, =g,

si se restan ambas ecuaciones:
Go— 9, =C-In(rg) +C, — C;-In(ry) — Cy

si se factoriza C; y se aplican las propiedades de los logaritmos, se obtiene:

si sustituimos C;:

Yo — 9L do — IL

gL = o In(ry) +Cy; G, =g, — o\ In(ry) ;
siendo la solucion particular:
Yo — 9 Yo — 9
T(r) = Zg s In() + g = =7 < n() 5 7 € 0,71 @®)
In (—0) In (—0)
T, 1,

3.2.2 Condiciones de contorno de tipo Dirichlet y Neumann
En este caso consideraremos que la temperatura en un extremo es nula y que en el otro la barra esta
asilada, es decir, flujo nulo, por tanto:
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T(ro) =0y d_T(TL) =0
dr
Teniendo en cuenta la solucién (7) y la condicién de tipo Dirichlet, tenemos que:
Ci-n(rg) +C, =0; C, =—C;-In(ry);
si lo sustituimos en la solucion general:

T(r)y=0¢C; - In(r) — Cy - ln(ro); T(r)=0C;-In (%)

teniendo en cuenta ahora la condicion de Neumann en el otro extremo y se calcula la derivada de T'(r)
(veéase (7)) y se evalla en 1, se obtiene:

y por lo tanto:

por lo que si se sustituye en la ecuacion general:
T(r)y=0

A continuacién, consideraremos que las condiciones de contorno son no homogéneas, es decir,
existen go, 9. € R, tales que:

oT
T(ro) =90 ¥ E(’”L) = 9L
Por un lado, teniendo en cuenta la condicion de tipo Dirichlet en (7) deducimos que:

C1-In(ry) + C3 = go;
si se despeja C,:

C;= go — Cy-In(ry) )
Teniendo en cuenta la condicion en r;, , derivamos con respecto a r (7) y se tiene que:
Gy
E =9
se despeja C;:
Ci1=9L 71

si volvemos a (9) y sustituimos el valor de C; se obtiene:
C;= go — g1 In(rp);
se sustituye en la solucion general:

T(r)=g, 1, -In(r)+ go — g, 1" In(rp);

r
TG = go+ gumi-tn () 7 € ro,m] (10
0
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Debemos saber tanto para este caso, como para los demas que, que cuando la condicion de Neumann
(flujo nulo, aislamiento térmico) se encuentra en el extremo interior r,, y la condicion Dirichlet
(temperatura fija cero) en el extremo exterior r;, la Unica solucién posible es que la temperatura sea nula
a lo largo de toda la barra o region radial.

Esto se debe a que, al imponer un flujo térmico nulo en el extremo interno y una temperatura cero en el
extremo externo, no existe una fuente de calor ni un gradiente térmico que permita mantener una
distribucion de temperaturas diferente de cero. Por ende, la barra permanece térmicamente equilibrada
en cero grados.

3.3 Ecuacion del calor en estado estacionario independiente de 8 y r

Supongamos que nuestro problema es independiente del &ngulo y del radio. Estamos entonces ante
un problema de transmision de calor unidimensional en la direccion longitudinal o, lo que es lo mismo,
una barra de longitud z; (véase Figura 3-3).

0 )

z=0

Figura 3-3 Barra de longitud z, [Elaboracion propia]

Teniendo en cuenta estas hipétesis en (6) se obtiene que la ecuacién que modela el problema es:

T _
dz2

Integrando dos veces con respecto a z, se deduce que:
T(Z) = C1 - Z+ CZ (11)

Esta expresion es la solucion para el problema de transmision unidimensional a traves de una barra
de longitud z; en funcion de las constantes C; y C,. Estas constantes se van a deducir en funcion de las
condiciones de contorno del problema, en este caso, en los extremos de la barra. Estas condiciones varian
en funcidn de la informacion que se conozca del problema. Por un lado, si conocemos la temperatura en
los extremos de la barra, consideraremos condiciones de tipo Dirichlet (conocida el valor de la funcién
T en 0y z;). Por otro lado, si conocemos en un extremo la temperatura y en el otro el flujo de calor,
consideraremos condiciones de tipo Diriclet-Neumann (conocido el valor de T en uno de los extremos
y el valor de su derivada en el otro).

3.3.1 Condiciones de contorno de tipo Dirichlet
Tomando las condiciones Dirichlet homogéneas y sustituyendo como se hizo en el caso anterior se
deduce que la solucién es la trivial:
T(z)=0

En segundo lugar, se aplican las condiciones de contorno Dirichlet en el caso no homogéneo. A
partir de la solucién general (11) , si se aplican las condiciones de contorno Dirichlet:

T(0) =goyT(z,) = g,;donde goy g, €R,

por lo que, si se aplicaen z = 0:
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I gOZCI'O+C2;
por lo que:
go = C;

si se aplica donde T (z,) = g, Yy se sustituye el valor de C, se obtiene:

sz_go

G
Z],

si se sustituye en (9):
9L — Yo

Zj,

T(z) = “Zz+ go; z€[0,z] (12)

3.3.2 Condiciones de contorno de tipo Dirichlet y Neumann
En este caso consideraremos que la temperatura en un extremo es nula y que en el otro la barra esta
asilada, es decir, flujo nulo, por tanto:

dT
T0) =0 y ——(z)=0
Evaluando en (11) , la condicion de tipo Dirichlet, se tiene que:
C1'0 +C2:0, C2:0

Derivando (11) y evaluando la condicion de tipo Neumann, se deduce que:

Por lo que como C; = 0y C, = 0; la Unica solucion posible es la trivial:
T(z)=0
A continuacion, consideraremos que las condiciones de contorno son no homogéneas, es decir, que

a partir de la solucion general (11), sabiendo que estamos en el caso homogéneo y si se aplican las
condiciones de Dirichlet y de Neumann, se obtiene:

dT
T(0) =goy 1 (z,) = gr;donde goy g. ER,
por lo que utilizando la condicién de tipo Dirichlet se tiene que:
9o =0C-0+Cy;

por lo que:
go = C;

Si se evalua en el extremo que empleamos Neumann, se obtiene que:
C(i=4g.
y si se sustituye en (11) se observa que la solucion es:

T(z)=g9,-z+go; z €[0,2,] (13)
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3.4 Ecuacion del calor en estado estacionario e independiente dery z

Supongamos que nuestro problema es independiente de la direccion longitudinal z y del radio.
Entonces, en este caso consideraremos el problema de transmision de calor unidimensional dependiente
unicamente del &ngulo cuyo dominio es un arco de circunferencia. Es decir, buscaremos un T(6) tal que
6 € [0,6,], donde 8, € [0,2r] (véase Figura 3-4).

Arco de circunferencia de 0 a 6,

ArcodeDaf.

Figura 3-4 Arco de circunferencia [Elaboracion mediante 1A]

Teniendo en cuenta estas hipotesis en (6) se obtiene que la ecuacidén que modela el problema es:

1 d?T —0
r2 do? ’
por lo que, dado que r > 0,
d’T 0
d6?
Integrando dos veces , se deduce que:
T(O)=C,- 0+C, (14)

Esta expresion es la solucion para el problema de transmisién unidimensional a través de
circunferencia de 6 € [0,27] en funcién de las constantes C; y C,. Estas constantes se van a deducir en
funcion de las condiciones de contorno del problema. Estas condiciones varian en funcién de la
informacion que se conozca del problema. Por un lado, si conocemos la temperatura en los extremos,
consideraremos condiciones de tipo Dirichlet (conocida el valor de la funcién T en 6, y 8,). Por otro
lado, si conocemos en un angulo la temperaturay en el otro el flujo de calor, consideraremos condiciones
de tipo Dirichlet-Neumann (conocido el valor de T en uno de los angulos y el valor de su derivada en el
otro).

3.4.1 Condiciones de contorno Dirichlet
En primer lugar, se aplican las condiciones de contorno Dirichlet en el caso homogeéneo. Si
aplicamos las condiciones de frontera para este caso:

T(0) =0y T(6,)=0;
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Si sustituimos en (14) y evaluamos que T(0) = 0, se obtiene:
Cz = 0
siseevallaqueT(6,) = 0:

Cl' (QL)+C2=O, C1=0

Por lo que como C; = 0y C, = 0; la unica solucién posible es la trivial:
TO)=0

En segundo lugar, consideramos las condiciones de contorno Dirichlet en el caso no homogéneo. A
partir de la solucion general (14), si se aplican las condiciones de contorno Dirichlet, es decir:

T(0) =g,y T(0,) = g,;donde g,y g, € R,porlo que:
Teniendo en cuenta la condicién en 6 = 0, se tiene que:
9o = (3
Teniendo en cuenta que T(6;,) = g, Yy se sustituye el valor de C, se obtiene:

=9L_.90

C ;

si se sustituye en (14):

gL — Yo
T(0) = =5

-0+ go; 6 €[0,2m] (15)

3.4.2 Condiciones de contorno Dirichlet y Neumann

En este caso consideraremos que la temperatura en un extremo es nula y que en el otro la barra esta
asilada, es decir, flujo nulo, por tanto:

TO)=0 ar 6,)=0

© =0y —=(6,) =

Evaluando en (14) , la condicion de tipo Dirichlet, se tiene que:
Cl‘O +C2=O,CZ=O

Derivando (14) y evaluando la condicion de tipo Neumann, se deduce que:

Por lo que como C; = 0y C, = 0; la Unica solucién posible es la trivial:

T(6) = 0
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A continuacion, consideraremos que las condiciones de contorno son no homogéneas, es decir, que
a partir de la solucion general (14), sabiendo que estamos en el caso homogéneo y si se aplican las
condiciones de Dirichlet en un angulo y de Neumann en el otro, se obtiene:

T(0) = goy Z_Z(HL) = gi;donde goy g, ER,
Teniendo en cuenta la condicion de Dirichlet, se tiene que:
go =G,
Teniendo en cuenta la condicion de tipo Neumann, deducimos que:
(1 =9
y si se sustituye en (14) se tiene gue la solucion es:

TO)=g,-0+ gy 0 €]0,2m] (16)

3.5 Ecuacion del calor en estado estacionario independiente de z

En este apartado consideraremos el problema de trasmision de calor independiente de la variable z.
Por tanto, estamos ante un problema de calor bidimensional a través de un cilindro, es decir una corona
circular transversal de una barra de r € [ry, 1] y con un angulo 68 € [0,6,] , como se puede ver en el
esquema:

Figura 3-5 Corona circular [Elaboracién propia].

Para resolver esta EDP procederemos con el método de separacion de variables, por
tanto supondremos que existen dos funciones G(r) y P(6) tales que: (2.2.3)

T(r,0) = G(r) - P(6);

Utilizando esta expresion la sustituiremos en la ecuacion de nuestro problema. Para ello, en primer
lugar, calculamos las derivadas respecto a 7
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oT B G p.
or or '
0%T B 0%G
or2  or?

ahora se calculan las derivadas con respecto a 6:

(’)T_G oP
a0 98’
(’)ZT_G d2p
002 062

si se sustituye en la otra ecuacion (6), se obtiene:

0% , 1 9P 1096
12 r2 992 r or =

se agrupan términos para que la parte que depende de r y la que depende de 6 queden separadas y se
igualan a una constante k (ya que el primer término depende Unicamente de 8 y el segundo sélo de r):

, 1 0% 1 0G 1 %P
(g o) = k

' 9z Ty o P 902

se igualan ambos términos y se igualan a k obteniendo las siguientes EDOs:

0°G 1 0G 1
rty o) ke an
0P

Empecemos resolviendo la EDO (17). Como se puede observar, se trata de una EDO de orden 2, en

particular, una ecuacion equidimensional de Euler. Para resolverla, utilizaremos el siguiente cambio de
variable:

r=et;

)

y por lo tanto:
Inry=t
Ecuacién equidimensional de Euler - 1r?-G" +7r-G' — k-G = 0;

Conociendo que:
dG(r) _
dr '’

G'(r) =

utilizando la regla de la cadena:
' _dG(r) _dG() dt  dG(r) 1
W= ="a & a ¥

wCa PraCa) v T o
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Por tanto, se obtiene:

dtz r2 dt r?’

si se introduce en la Ecuacion de Euler y se resuelve:

1 d?G(t) 1 dG(t) 1 dG(t)
2 (.2 22—, (= —k-C=0
r (rz dt? rz dt T (r dt) k-G =0
por lo tanto:
d?G(t
dtg)—k-c(t)zo; G"(t)—k-G(t)=0 (19)

si se asume que G(t) = e™:

{ G(t) = e™

G'(£) = m? - emt’
por lo que si sustituimos en (19):

2

m?-e™ — k-e™ = 0;

se factoriza y como e™* = 0, se obtiene que:
m?— k=0; m=+Vk
Se estudian los casos para los distintos valores de k :
Sik>0: meR esdecir, m1=+\/z ym2=—\/E
G(t) =Cy-eFt 4 ¢y eV
si se deshace el cambio de variable:

G(T‘) = Cl . eﬁ-ln(?‘) + CZ . e—\/E.ln(r) — Cl . eln(rﬁ) n CZ ‘ eln(r_\m)l

J

por lo que:
G(r)=C, VR 4 C, Vk
Sik=0: meRdoble-> m=0
G(t)=C,- e’ +C, e -t
si se deshace el cambio de variable:

G(T) = C1 + Cz . ln(r)
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Sik<0:meC - m=+Vk = +./|k|-i

G(t) =Cy-cos(y/|k|-t) + C, - sen(y/|k| - t);
si se deshace el cambio de variable:
G(r) =Cy-cos({/|k| - In(r)) + C, - sen(y/|k| - In(r))

Pasemos ahora a resolver (12). Como se puede observar es una EDO de segundo orden con
coeficientes constantes:

P(6) = e™9;
se calculan las derivadas:

P'=m-em?:

2,em9.

)

P"=m
si se sustituye en (18):

m?.-e™ + k.e™m = 0;
si se factoriza:
e™(m?+k)=0
y cOmo e™d = 0; se obtiene que:
m2+k=0, m=v—k
Se estudian los casos para los distintos valores de K :
Sik>0:meC » m=+V—Fk =+/|k|-i
P(O) =C; - cos(\/m )+ Cy- sen(\/m - 0)
Sik=0: me Rdoble-> m=0
P(O)=C;-e% +C,-e%-0;
entonces:
P(O) =Cs+C, - 6;
Sik<0:meR- m1=+\/z ymzz—ﬁ

P(H) = C3 * e\/E.e + C4, * e_\/E‘B
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Debido al dominio de definicion del problema , se tiene que la solucion del problema debe verificar
que T(r,0) = T(r, 2m) o, lo que es lo mismo, que la funcion debe ser periddica en 6 con periodo de 2.
Dado que hemos asumido que: T(r,8) = G(r) - P(6), entonces es necesario que P(8) sea periddica.
Entonces debemos comprobar qué valores de k cumplen que P(8) = P(0 + 2m):

Sik <0:
PO + 2m) = Cy - VKO . gVk2m 4 ¢, . o=VkO . o=Vk2m o p(g);

se observa que no se cumple esa periodicidad, por tanto, no puede ser solucidn de nuestro problema.

Sik=0:
PO + 2m) =C3-+C, - (0 + 2m);

si se factoriza:
PO + 2m) =P(O)+2m-C, # P(O);
por lo que se observa que no se cumple esa periodicidad.

Sik > 0:
P(6 + 2m) = C5 - cos(\/]k| - (8 + 2m)) + C, - sen(/|k| - (6 + 2m));

si se opera:
P(9+27T)=C3-cos(\/m-0+ |k|-2n)+C4-sen(\/m-9+ IkI-Zn);

si se aplica la regla del seno y del coseno y se factoriza obtenemos:

PO + 2n) = cos(\/m - 2T) - [63 . cos( |k| - 9) +C, - sen (\/m : 9)] + sen(\/m - 21r)
. [—C3 -sen( |k| -0)+C4-sen( |k| -9)];

Como se ha mencionado anteriormente, debe ser periddica, por lo que se debe cumplir que:
P(6 + 2m) = P(0)

Partiendo de esa igualacion, podemos afirmar que para k > 0 sdlo es posible si se cumple:
cos (27r- Ikl) =1
sen (27r- Ikl) = O;

por lo que cuando /|k| = n > 0,n € N; si cumple esa periodicidad y por lo tanto:

P(@)=C;-cos(n-6)+C,-sen(n-0)
Si se vuelve a la solucion general sabiendo que k > 0 con m =neN:

T(r,0)=(C, - (M"+Cy-(r)™) - (C3-cos(n-0)+C,-sen(n-0))conr € [ry,1.],0 € [0,2m]
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Esta expresion es la solucion para el problema de transmisién de calor en una seccion transversal de
un cilindro en funcidn de las constantes C;, C,, C5 y C,. Estds constantes se van a deducir en funcion de
las condiciones de contorno del problema, en este caso vamos a aplicar las condiciones de contorno en
el radio y en el &ngulo. Aplicando las diferentes condiciones de contorno en r y 8 obtenemos 16 casos
diferentes. Vamos a resolver cada uno de ellos (véase Figura 3-6):

ANGULO > DIRICHLET DIRICHLET NQ NEUMANN NEUMANN NO
HOMOQGENEQ HOMOGENEQ HOMOGENEO HOMOGENEO
RADIO
DIRICHLET
HOMOGENEQ
DIRICHLET NO
, Caso3.5.3 Caso3.5.7 Caso03.55 Caso03.59
HOMOGENEO
NEUMANN
HOMOGENEQ
NEUMANN NO
B} Caso3.5.4 Caso03.5.8 Caso03.5.6 Caso 3.5.10
HOMOGENEO

Figura 3-6 Tabla resumen condiciones de contorno [Elaboracién propia].

Como se ha podido observar, para llegar a la solucion general hemos considerado periodicidad en
la misma, debido al dominio considerado. Sin embargo, también podriamos obtener la solucion general
en una porcion de la corona circular (véase Figura 3-7). En ese caso, para conocer el signo de k o si es
nula debemos utilizar las condiciones de contorno del problema, quedandonos con el caso que nos de
una solucién no trivial. En efecto, realizando algunos calculos se podria llegar a la conclusion de que
k > 0, volveria a ser la Unica opcion que no aporta una solucién no trivial, obteniendo la siguiente
expresién como la solucién general del problema para la porcién del disco:

T(r,0)=(C, - (M"+Cy-(r)™) - (C3-cos(n-0)+C,-sen(n-0))conr € [ry,1.],0 €[0,2m]

Figura 3-7 Porcion de corona circular [Elaboracion propia].

3.5.1 Condiciones de contorno tipo Dirichlet homogéneo en radio (r)

En este apartado se van a resolver los casos en los que Dirichlet es homogéneo en r , aquellos de
color amarillo (véase Figura 3-6), independientemente de la condicion de contorno que se aplique en el
angulo (6).

Consideramos el problema:
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0°T 1 oT 1 92T
_— = 0, r €E [T‘O,TL] B 0 € [0, HL]
6 €[0,6,]

a2t T ar T2 ge2
T(rOI 6) =0 T(rLI 6) = 0;

Recordemos que para obtener la solucion del problema, utilizabamos la separacion de variables, es

decir, que existian dos funciones G y P tales que:
T(r,6) =G(r)-P(6)

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno Dirichlet homogéneas para el radio, tenemos que:

G(ro) - P(6) =0 yG(r) P(6) = 0;

y como P(6) # 0, deducimos que:
{Cl : (ro)n +C;- (ro)_n = O_

{G(ro) =0
Cr- )"+ Cy- ()™ =0’

Gy =0’

si resolvemos el sistema igualando:
Co- )"+ G- ()™ =C- ()" + G- ()™

se saca factor comdn y obtenemos:
Co- ()" =) =Co- ()™ — ()™

como 1, # 1,; Se observan que no hay manera de que esa igualdad se cumpla a no ser que el valor de
ambas constantes sea cero, por lo que la unica solucion posible independientemente del valor de P(6)

es la solucion trivial:
T(r,8) =0

Como hemos podido comprobar, esta solucion ha sido independiente a las condiciones de frontera
en el &ngulo, por lo que quedan resueltos los casos de amarillo (véase Figura 3-6).

3.5.2 Condiciones de contorno de tipo Neumann homogeneo en radio (r)
En este apartado se van a resolver los casos en los que Neumann homogeéneo en r , aquellos de
color naranja (vease Figura 3-6), independientemente de la condicion de contorno que se aplique en el

angulo (6).

Si se aplican las siguientes condiciones:

0°T 1 0T 1 02T
= U, S [ro,T'L] B 0 € [O, HL]

—_ —_—— =
)

W-I_ r.6r+r2 002

aT
T(To, 0) =0 E(Y‘L, 9) = O, 0 e [0, BL]

Para resolver asumimos que:
T(r,0) = G(r)-P(6)
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Teniendo en cuenta las condiciones de contorno Neumann homogeéneas para el radio, tenemos que:

G
G(ro) - P(B) =0 y E(rL)'P(Q) = 0;

y como P(8) # 0, deducimos que:

a%(m) > ; { G- ()" + G- ()™ =0 .
S =0" lcn ()" = Gone ()™ =0

si simplificamos la segunda ecuacién y dividimos entre n:
Co- ()" =C- ()™ € () =0,
si sustituimos C, en la primera ecuacion y se factoriza, se obtiene:
Cre [G™+ ()" (1) =0; Gy - [(1)*" + ()*"] = 0;

como la suma de dos términos positivos no puede dar 0, a no ser que el valor de ambas constantes sea
cero, por lo que se puede afirmar que la unica solucion posible independientemente del valor de P(8)
es la solucidn trivial:

T(r,0) =0

Como hemos podido comprobar, esta solucion ha sido independiente a las condiciones de frontera
en el angulo, por lo que quedan resueltos los casos de naranja (véase Figura 3-6).

3.5.3 Condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneo en 6 y no homogéneo
en radio (r)
Consideremos el siguiente problema, donde g,y g; € R:

62T+ 1 3T+ 1 9°T .

or2  r or r? 002 ’

T(re,0) =90 T(.,0)=g9,; 06€[0,0,]
T(r,0)=0 T(@,0,)=0; 7r€lr,n]

r € [ry,r] , 8 €]0,6;]

Recordemos que para resolver la EDP, utilizdbamos la separacion de variables, es decir, que existen
dos funciones G y P tales que:
T(r,0) = G(r)-P(0)

Teniendo en cuenta lo visto en la seccidn 3.5, la Gnica opcién que nos llevaba a la solucién
no trivial era que k > 0, porlo que aplicando las condiciones de contorno del problema,

se deduce que: (3.5.3.1)

{63-cos(n~0)+C4~sen(n~0) =0-C3=0
Cs-cos(n-0,)+C,-sen(n-60,)=0

por lo tanto si C3 = 0:
C, -sen(n-6,) =0;
por lo que se obtiene que:
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C,=0->T(r,0)=0ysen(n-6,)=0
Para evitar la solucion trivial, deducimos que C, # 0, por tanto:

sen(n-6,)=0n-0,=m-m vmeN,m>0;

n=eﬂL-n—> Pm(9)=C4-sen(eﬁL-n-9);

por lo que se obtiene que a solucién P(8) seréa la combinacién lineal de estas funciones:

m
P(O) = Z Cym - ST (9_L T - 0) 20)
m=1
Partiendo de la solucién general, planteamos G (), que sabemos gue es: (3.5.3.2)
m-1m m-m

G =C- (D% +C- () O

se escribe la solucion general:

T(r, 9)=§: - (r) 6’L +C,- (r)_rg_zr]-a;m-sen(g-n-@);

T(r,0) =Z - (r) "L + B, (r)_rg—zr]-sen(gE - 0) vmeNm>0 (21)

m:

Una vez obtenida la ecuacion diferencial (21), el siguiente paso es encontrar su solucién particular
teniendo en cuenta las condiciones de contorno. Para ello, se utiliza la técnica de separacion de variables,
que permite descomponer la ecuacion en varias ecuaciones mas simples, cada una dependiente de una
sola variable. Estas funciones se ajustan mediante las series de Fourier (véase 2.2.3), las cuales permiten
adaptar la solucion a las condiciones de contorno. Si se aplican condiciones de contorno en el radio:

T(re,0) =g0 y T(,0) =g,

mn _mm 2 rfL m
[Ap - () O + By - (p) oL =—| go-sen (— T - 9) do;
6. J, o,
mm _m-n’ 2 roL m
[Ap - ()% + By - (1) 9 =— gL - sen( “TT - 9) do;
8, ), )
Estas ecuaciones podemos expresarlas de forma matricial de la siguiente forma: (3.5.3.3)
mn _mmn
(ro) or (rp) O ) (Am> _ (INT 1) )
mmn _mn B,) \INT 2/’
() o () o "

donde INT 1y INT 2 son:
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2 (o m
INle—f go-sen(—-n-e)de
0. Jo o,

2 (o m
INT 2 = — gL-sen<—-n-0)d0;
0. J, 0,

este tendré solucion Unica siempre y cuanto el determinando de la matriz de coeficientes sea distinto de
0. Es por ello que se comprueba si el sistema es compatible determinado, calculando el valor del

determinante:

| 3
3
3

H

m-m m-m m-m

L mn _mn _mn mn
x| = 0; () O - () b —(rp) Or -(r) 0L =0;
L

) % (o)

() o (rL)_

‘3:1;

D

(7”0) oL (rL) L 0- (7”0) o (rL) 0L
7 To -\ \n ’
si se aplican raices y se simplifica obtenemos que:

2 2. ..
Tom =1, T =1,

Dado que r, # 1, tenemos que el determinante nunca puede ser cero y, por tanto, el sistema
matricial propuesto tendra solucion y unica, es decir, se podran obtener las expresiones de A,, Y B,, en
funcidn de las condiciones de contorno del problema.

3.5.4 Condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneo en 8 y Neumann no

homogéneo en radio (r)
Consideramos el siguiente problema:

0°T 1 T 1 9°T

m+r'ar+r—2'wz ; TE[TO,T'L] , HE[O,QL]
T(r,6) =0 T(r,6)=0; 6€][0,6,]

aoT
T(r,0) = go 5(7" 0.) =g, 1€ |[ro1]

Recordemos que para resolver la EDP, utilizdbamos la separacion de variables, es decir, que existen

dos funciones G y P tales que:
T(r,6) =G(r) - P(6);

para calcular P(6), se emplea el procedimiento anterior
(3.5.3.1)) y se obtiene que:

P(§) = 2 Cim - SEN (QEL” 6) (22)

Del mismo modo que el apartado anterior (véase (3.5.3.2)) se obtiene G () y la solucion general :
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T(r,0) = Z [A, - (r)%zr+Bm- (r)_rré_zr] - sen (QEE . 0);Vm ENmMm>0 (23)

m=1 L

Si se aplican las condiciones de contorno y se resuelve mediante series de Fourier :

mn _mm 2 O m
Am * (ro) HL + Bm * (ro) HL = — go - sen (— *TT - 0) de;
61 Jo oL
T mn _mn oL m
(A @) O = By () )= [ g, -sen(3-em-0)do;
GL BL 0 HL
si simplificamos el sistema:
( mn _mn 2 roL m
Ap - () % + By - (rp) 91 =— go-sen(—-n-0>d9;
0. Jo 0,
mn _mn R m
Am'(rL)eL—Bm'(TL) oL =mjo gL-sen<9—L-7r-9>d9;
Estas ecuaciones podemos expresarlas de forma matricial de la siguiente forma: (3.54.1)
mmn _mn
(1o) o1 (ro) o _ (Am> _ (INT 3)_
mm _ _(mm B/ \INT 4/’
o~y lE) e

donde INT 3y INT 4 son:

2 (o m
INT3=—] go-sen<—-n-9)d9
0. ), 0,

2 oL m
INT 4 = —— . (— -9>d9;
7, gL - sen o) T

este tendra solucién Unica siempre y cuanto el determinando de la matriz de coeficientes sea distinto de
0. Es por ello que se comprueba si el sistema es compatible determinado, calculando el valor del
determinante:

mn _mmn
(ro) o1 (ro) O mn ~(BT 41y _mn mr_,
OM_l 0_(M+1) =0; (rp) o - [—(r) oL 1= (o) OL - (1) Oo = 0;
() o — () o

si agrupamos por coeficientes:

m-mw m~n_1
Ty L 1 oL
0 L -0
- m + mna | — Y
o, Tt oL
ry, L 1 oL

si se simplifica se observa que:
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resolviendo y obteniéndose que:

3

mn mn
To\ @ .\ 0
()" +6)" =0
T "

esto lo que nos demuestra es que no puede anularse, ya que la suma de dos nimeros positivos nunca
puede dar cero, y, por tanto, el sistema matricial propuesto tendra solucion y Unica, es decir, se podran
obtener las expresiones de A,, y B, en funcién de las condiciones de contorno del problema

3.5.5 Condiciones de contorno de tipo Neumann homogéneo en 6 y Dirichlet no

homogéneo en radio (r)
Consideramos el siguiente problema:

(01 19T 1 9T _ o o e os
et r e T e =0 TElnl, €[00,

oT
9 T(10,0) = go E(’b 0) =g, 6¢€[0,0,]

oT
\ T(T, O) =0 E(r, HL) = 0; reE [ro, TL]

Recordemos que para resolver la EDP, utilizdbamos la separacion de variables, es decir, que existen
dos funciones G y P tales que:

T(r,0) = G(r)-P(6)
Aplicando las condiciones de contorno del problema a la expresion, se deduce que: (3.5.5.1)
P(0)=C5-cos(n-0)+C,-sen(n-0)=0—->C3=0

opP
E(HL) =—C,-n-cos(n-0,)=0

Por lo tanto si C3 = 0:
-Cy-n-cos(n-6;,) =0;

por lo que se obtiene que:
C,=0->T@r,0)=0ycos(n-6,) =0

Para evitar la solucion trivial, deducimos que C, # 0, por tanto:
A
cos(n~9L)=0;n-9L=(2m—1)~§ vmeNm>0;

_@2m-1) =«
o 61 2

- P(0) =C4m-sen($-z- );

L 2

por lo que se obtiene que a solucion P(8) sera la combinacidn lineal de estas funciones:
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_ = 2m-1) =«
m=1
Partiendo de la solucion general, planteamos G (), que sabemos que es: (3.5.5.2)
2m-1)n _@m-1=

Gr)=C,-(r) o 24C,- (r) 0. 2

se escribe la solucion general:

= @m-1)n _@m-nm 2m—1) «
T(r,0) = 2[61' (r) o 2+C- () & 2]-C4m-sen<(9—)-z>;
m=1 L
oo (Zm—l)_E _ (Zm—l)'E 2 -1
T(r,@):Z[Am-(r) . 24B,-(r) O 2]-sen(%-§-9)\fmemm>o (25)

Si se aplican las condiciones de contorno y se resuelve mediante series de Fourier :

T(re,0)=g0 y T(r,0) =g,

( @m-1n _em-Hm 2 6L 2m—1) w
Ap- () b 24By-(rp) 9 2=— go-sen<¥-—-9>d0;
6, J, 0, 2
@m-1)n _@m-Hm 2 L 2m-1) =
Ap- () % 24Bp- () o 2= gL'Sen<—'—'9>d9,
0. J, 0, 2
Estas ecuaciones podemos expresarlas de forma matricial de la siguiente forma: (3.5.5.3)
@m-H=n _@m-Dr
() o 2 () O 2} (Am> _ (INT 5)_
(em-1) m _@m-p=m | \B,) \INT6/’
() % 2 () O 2
donde INT 5y INT 6 son:
wrs=2(" ((Zm b 9) do
=0, ) Jo * sen o, >

INT 6 — 2 feL ((Zm—l) Vs 9)d9
=0, . gL - sen o) >

este tendra solucién Unica siempre y cuanto el determinando de la matriz de coeficientes sea distinto de
0. Es por ello que se comprueba si el sistema es compatible determinado, calculando el valor del
determinante:
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2m-1)n 2m-1)n
) 0 Z () O 2 @m-nm  _@m-ur  _@m-ym  @m-n
@em-1) @em-1)n = O; (ro) oL z. (rL) oL 2 — (TO) oL 2. (TL) oL 2 = 0;
(r,) o 2 (TL)_ 0. 2
2m-1)mw 2m-1)nw @m-Hrm @m-1)n
2 2

(ro) 0. 2 (rL) 6, 2 0 (ro) 0. (rL> 0L
1L To "\ To '

si se aplican raices y se simplifica obtenemos que:
n'=n%5rn=r1

Dado que ry # r;, tenemos que el determinante nunca puede ser cero y, por tanto, el sistema
matricial propuesto tendra solucion y Unica, es decir, se podran obtener las expresiones de A,, y B,, en
funcidn de las condiciones de contorno del problema.

3.5.6 Condiciones de contorno de tipo Neumann homogéneo en 8 y no homogéneo

en radio (r)
Consideramos el siguiente problema:

(01 19T 1 9T _ o b eos
gzt T o T g2 =% TElONl, [0,6.]

oT
9 T(10,0) = go E(TL; 0) =90 6€]0,6,]

oT
\ T(T, O) =0 %(T, HL) = 0; reE [ro, TL]

Recordemos que para resolver la EDP, utilizabamos la separacion de variables, es decir, que existen
dos funciones G y P tales que:
T(r,0) =G(r) - P(6);

para calcular P(8), se emplea el procedimiento anterior (véase (3.5.5.1) y se obtiene que:

P(8) = i Cam - SEN ((ZmH—L—l)ge) (26)
m=1

Del mismo modo que el apartado anterior (véase (3.5.5.2)) se obtiene G(r) y la solucién general :

= @m-1)r _em-nr em-1) =
T(r,0) = Z[Am-(r) b 24B,-(r) o 2]-sen(9—‘§)VmEN,m>O (27)
L

m=1

Si se aplican las condiciones de contorno y se resuelve mediante series de Fourier :
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@m-yn _em-pm 7 6L 2m—-1) &
( Ap- (rg) b 24By-(rp) 9 2=— go-sen((—)-—-9>d0;
0. Jo 0, 2
2m—-1) n @m-Dm_, _em=nm 2 o Cm-1) =«
H—L'E'[Am'(rL) oo 2 "= By () % ? ]=9—LO gL'Sen<9—L‘§'
si simplificamos el sistema:
{ @m-yr _em-pm 2 O 2m-1) w
Ap- (o) % 2+Bp-(ry) o 2=— go-sen(—~—-9)d9;
0, J, 6, 2
em-yrm_ _((Zm—l).g+1) 1 oL Cm-1) =
[ 2 — 2] 2 - @@ . - .. .
(A~ () % B 0% = e [ Ty sen (T 50) do;
Estas ecuaciones podemos expresarlas de forma matricial de la siguiente forma: (3.5.6.1)
@m-1)=n _@m-Dr
(ro) oo 2 (ro) o 2 _(Am) _ (INT 7).
@m-nm_, _m=vm | \By/)  \INT 8/’
() 6L 2 —(r) o 2

donde INT 7y INT 8 son:

2 (% 2Z2m-1) &
INT7=—] go-sen<—~—-0)d9
0. Jo 0, 2

em-1-n), 9 0, 2 ’

este tendra solucion Unica siempre y cuanto el determinando de la matriz de coeficientes sea distinto de
0. Es por ello que se comprueba si el sistema es compatible determinado, calculando el valor del

determinante:

M.E — (Zm—l).E @ 1) @m-1)n @ 1) @ 1)
(T‘ ) 01 2 (T‘ ) 9y 2 m-)n _( - ._+1) _@Cm-1)rm m— n_l
O(Zm_l) T 0 2m-1)n = 0! (To) oL Z. [_ (TL) 9L 2 ] - (rO) oL 2. (rL) oL 2 = 0;
m) o 2T =@y e
si se simplifica se observa que:
2m-1)n 2m-1)n

To 0, 2 1 1, 0, 2 1

— — (= —|=0;

., ., To .,

resolviendo y obteniéndose que:
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Esto lo que nos demuestra es que no puede anularse, ya que la suma de dos nimeros positivos nunca
puede dar cero, y, por tanto, el sistema matricial propuesto tendré solucion y Unica,, es decir, se podran

obtener las expresiones de A,, y B, en funcién de las condiciones de contorno del problema

3.5.7 Condiciones de contorno de tipo Dirichlet no homogéneo en 6 y no

homogéneo en radio (r)
Consideramos el siguiente problema:

0°T 1 oT 1 0°T

T(r0,0) =90 T(r,0)=go; 6€[0,6,]
T(r,0) =fy T, 0,)="/f,; 1E€][rmn]

Para resolver este problema, consideremos unas sunciones s y v tales que:

T(r,0) =s(6)+ v(r,0);

Realizando las derivadas que aparecen en la ecuacion de nuestro problema, se tiene que:

0°T 6217_ 0°T _ d*s(6) N 0%v _
or2  ar2’ 902  dez ' 9092’

Por tanto, sustituyendo se tiene que:
0’%v 1 90%v 1 d?s(@) 1 ov

w2 2 902 T2 a8z Trar

De esta expresion, podemos deducir dos problemas. En primer lugar, tenemos el
siguiente problema:

1 d?s(6)

r2 dez
s0)=fy
s(6,) =11

de la ecuacion de este problema deducimos que:

s(0)=A-6+B
utilizando las condiciones de contorno deducimos que:

s(0)=0+B=fo B=f
fL_fo}

S(HL)zA‘9L+B=fLiA‘9L+f0=fL}A= 9
L

Por lo que obtenemos que:

fi—=1o
0,

s(@) =

Por otro lado, tenemos el problema:
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(0%2v 1 0%v 1 0Ov
a2 12 962 7 or
v(15,0) = go — s(0)
v(r,0) = g, —s(0)
v(r,0) =0
v(r,0,) =0

=0

\

Como se puede observar, este problema coincide con el resuelto en

mismo sera:
[oe)

m=1

m-1m

v(r,0) = Ay, - (1) (& + By, (r) 9.]-sen

Utilizando las condiciones de contorno en el radio deducimos que:
oo

(Grmo
o, "

(21), por tanto la solucion del

)

[ i BE sen (™
w8 = g0~ (B2 04 1) = Y - ()% + By () %) -sen (7o)
L me1 L
fL— - _"é_' m
[v(n,e)=gl—( L2 04 f) = D A ()% 4By () %) sen (5w 6)
L me1 L
Si se resuelve por series de Fourier:
mn _mmn oL m
Ay - () oL + By - (rp) O =3 ( —fo— Ji fo -0) sen <0— - 9) de
LJo L
mn _mn 2 6L
Ap:- ()% +By - () o = 9—f ( —fo— fL o . 0) sen (;n ‘T - 9) do
LJo L L

Estas ecuaciones podemos expresarlas de forma matricial de la siguiente forma:

mm _mm
(ro) 1 (o) Or | (Am) _ <1NT 9
mm _mmn B,,) \INT1
)8 () %) 0
donde INT 9y INT 10 son:
INT 9 =2 GL( o —Jo 9) (m
INT 10 = 2 6L< o~ fo 9) (m
= 0, . gL — fo 0, sen 0,

este tendra solucidn Unica siempre y cuanto el determinando de la matriz

)

-n-9>d9

-n-9>d9

de coeficientes sea distinto de

0. Es por ello que se comprueba si el sistema es compatible determinado, calculando el valor del
determinante igual que en el caso (3.5.3.3), por tanto, el sistema matricial propuesto tendra solucion y
Unica, es decir, se podran obtener las expresiones de A,, Y B,, en funcion de las condiciones de contorno
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del problema. Por lo tanto, dado que
T(r,0) = s(8) + v(r,0) ,tenemos que la solucion del problema sera:

T(r,0) =

fL;LfO 0+ fo+ Z[Am- (r)rz—fwm- (r)_rz_zr]'sen<em-n-0>

L

3.5.8 Condiciones de contorno de tipo Dirichlet no homogéneo en 8 y Neumann

no homogéneo en radio (r)
Consideramos el siguiente problema:

(62T+16T+1 OT o re 60,6

46r2 or 290z 0 T [ro.m] [0,6,]
oT

L T(r0,0) = go E(TL»9)=901 6 €[0,6,]

T(r,0)=fo, T(@,0)=f; T1E€E][rmn]

Como se tienen condiciones de contorno no homogéneas en ambas variables, se calcula como en el
apartado anterior ( véase (3.5.7.1)), y podemos deducir dos problemas. En primer lugar, tenemos el
siguiente problema, el cual se calcula como en el apartado anterior (véase

(3.5.7.2)) y se obtiene (28).

Por otro lado, tenemos el problema:

(0%v 1 0%v 1 dv

FrRr TR
v(r,0) = go — s(0)

v
=+ (11,0) = g, = 5(6)

v(r,0) =0
\ v(r,0,) =0

Como se puede observar, este problema coincide con el resuelto en (23), por tanto la solucion del
mismo sera:

v(r,0) =§: A, (r)eL +B,, - (r)_%zr]-sen(em-nﬂ);

L
m=1

si se aplican las condiciones de contorno y se resuelve por series de Fourier:

ma _mm 2 O
Ap - (1) %r + By - (rp) O =— ( —fo— U -9) sen (E - 9>d
HL L 9L

m- mm_ 2 oL m
P e ) = B ) B = [ (0 fo- Boto g).son (- 0) a0
LJo

eL L L

Se simplifica el sistema:
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mn _mm oL - m
{ Ap - () + By - () o =— (go—fo—fL fo-G)-sen(—-n-H)dH
0L Jo ) )
-1 ~@Tey, 2 (% fi=fo m
[Am - ()" O — By () % ]=m . (gL_fO_ o, '9>-sen<9—L-n-9)d9

Estas ecuaciones podemos expresarlas de forma matricial de la siguiente forma:

)

)

INT 11
— 1 —(M+1) ( )
(r,)® —(ry) "o

INT 12

donde INT 9y INT 10 son:

2 (o f.—f m
INT9 = — ( -~ —u-e)- (—- -e)de
HL_]; 90— fo o) sen o T

2 o - m
INT10=—] (gL—fO—Mﬁ)-sen(—-nﬁ)dB
m-T 0 9L 9L

este tendra solucién Unica siempre y cuanto el determinando de la matriz de coeficientes sea distinto de
0. Es por ello que se comprueba si el sistema es compatible determinado, calculando el valor del
determinante igual que en el caso (3.5.4.1), por lo tanto, dado que T(r,8) = s(8) + v(r,0), tenemos
que la solucion del problema sera:

m-

O+ fo+ i[Am- (r)% +B,, - (r)_rg—zr]-sen<0m-n-9>
m=1

L

fu—Jo
0

L

T(r,0) =

3.5.9 Condiciones de contorno de tipo Neumann no homogeéneo en 6 y Dirichlet

no homogeneo en radio (r)
Consideramos el siguiente problema:

0°T 1 0T 1 02T
W.'_;E{-T—ZW:O, TE[T(),TL] ) QE[O'GL]

T(ro,0) =go T(,0)=g0 6€[0,0,]
aT
T(r,0)=fo %(T; 0.)=fi; 71EI[rom]
Como se tienen condiciones de contorno no homogéneas en ambas variables, se calcula como en el

apartado anterior ( véase (3.5.7.1)), podemos deducir dos problemas. En primer lugar, tenemos el
siguiente problema: (3.5.9.1)

1 d?s(6)
r2dez
s =fo ;

ds
E 6,) = fi

de la ecuacion de este problema deducimos que:
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s(@)=A-6+B

utilizando las condiciones de contorno deducimos que:

ds 0) = A A =
E( )_AJA_fL
s(0)=A-0+B=fy f,=8

Por lo que obtenemos que:

s@)=f,-0+fo (29)
Por otro lado, tenemos el problema:

(0°v 1 0%v 1 o0v
Frr A T R
v(ro,8) = go — s(6)

) v(r,0) = g, —s(0)
v(r,0) =0

v
% (T', HL) =0

\

Como se puede observar, este problema coincide con el resuelto en (25), por tanto la solucion del
mismo sera:

= em-1n _em-nn em-1) n
v, 0) = Y [ () % 4By () 0 7]esen("=210);
L

m=1

Utilizando las condiciones de contorno en el radio deducimos que:

— @m-1)n _@m-nm 2m-1) w
VG0 0) = go— (i 0+ ) = ) [An- (o) O 2+B-(p) % 2] -sen (57 0)
m=1 L
- @m-1) n _@m-Dn Cem-1) =«
VL0 =g = (fi-0+f) = ) [Am- () O 4By (1) 0 2)-sen(“———=-2-0)
m=1 L
Si se resuelve por series de Fourier:
@m-)r _@m-Hm 2 6L 2m—-1) =
Ap-(rg) % 2+Bp-(rp) O 2=— (fL'9+fo)‘59n(—‘—‘9>d9
6. ), 6, 2
@m-1r _em-pm 2 6L 2m-1) &
Ap-(o) % 24+Bp-(p) % 2=— (fL -0+ fo) S€n<g‘—‘9>d9
6, J, 0, 2

Estas ecuaciones podemos expresarlas de forma matricial de la siguiente forma:

@m-H=n _@m-D=
(r) O 2 (rp) O 2\ (An _(INT 13
em-1) 7 @m-1)rn B,,) — \INT 14)
() o 2 (n) o ?
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donde INT 13y INT 14 son:

N 2m-1) w

INT 13 = — (fL'9+fo)-sen<—-—-9>d9
6, J, 6, 2
N 2m-1) ©

INT 14 = — (fL-6+f0)-sen<—-—-9>d9
6, J, 6, 2

este tendré solucion Unica siempre y cuanto el determinando de la matriz de coeficientes sea distinto de
0. Es por ello que se comprueba si el sistema es compatible determinado, calculando el valor del
determinante igual que en el caso (3.5.5.3), por lo tanto, dado que T(r,8) = s(8) + v(r,0), tenemos
que la solucion del problema sera:

Cm-)n @m-1)=n

T(r,0)=f-0+f + Z [Ap () 0 24B. -(r) 9. 2]-sen <—0L Eh

3.5.10 Condiciones de contorno de tipo Neumann no homogéneo en 8 y Neumann

no homogeneo en radio (r)
Consideramos el siguiente problema:

(0°T 1 9T 1 92T
m ;E r—zﬁ= 5 TE[To,rL] , HE[O,HL]
oT
9 T(10,0) = go E(TL' 0)=g0; 6€[0,6,]
aT
L T(r,0) = fo E(r' 0,) =f, TE[r,m1]

Como se tienen condiciones de contorno no homogéneas en ambas variables, se calcula como en el
apartado anterior ( véase (3.5.9.1)), y podemos deducir dos problemas. En primer lugar, el primer
problema se soluciona como en el apartado anterior (véase (3.5.9.1)) y se obtiene la ecuacion (29).
Por otro lado tenemos el problema:

r62v+1 62v+1 617_0
or2  r2 902 r or

v(1,0) = go — s(0)

av
E(rL: 0) =g, —s(6)
v(r,0,) =0

v
% (T', HL) =0

A

Como se puede observar, este problema coincide con el resuelto en (27), por tanto la solucion del
mismo sera:

= em-nn _em-nn em-1) «
v0) = Y [ () O Z4By-() 0 7]esen("=.2u0);
L

m=1
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si se aplican las condiciones de contorno y se resuelve por series de Fourier:

( (@m-1) = _em-pm 2 b em-1) n
AmeGo) O 4By 0p) % Z=— | (f-0+f) sen(-o—2-0)do
6, J, 6, 2
2m—1) 7« @m-)m _ _em-1)=n 2 6L 2m—1) «
O Pt (o) O 2 =B o) O 2= [ 04 f)sen (TR T ) as
6, 2 6, J, 6, 2
Se simplifica el sistema:
@m-1 = _Gem-pr 2 6L @m-1) =
Ao O 24 By () 0 2= | (04 fo)sen(“— -2 0)do
6, J, 6, 2
em-nm_, _emym, 4 oL 2m-1) =n
. [Z] 2 — . [Z] 2 - @@ . . - ..
A+ (o) O e () Gy ), G0+ sen (=50 a0

Estas ecuaciones podemos expresarlas de forma matricial de la siguiente forma:

@m-1)n _@@m-Dr
(ro) o 2 (ro) o 2 (Am) _ (INT 15) _
@m-1)n @m-)=w B,/ \INT 16/’
OIS (DI
donde INT 15y INT 16 son:
2 (% 2m-1) n
INT15=—f (fL-9+f0)-sen<—-—-9)d9
6,J, 0, 2
4 o 2m-1) n
INT 16 = ——— -0 . (—-—-H)dé)
(Zm _ 1) . T[J(; (fL + fO) sen eL 5

este tendra solucién Unica siempre y cuanto el determinando de la matriz de coeficientes sea distinto de
0. Es por ello que se comprueba si el sistema es compatible determinado, calculando el valor del
determinante igual que en el caso (3.5.6.1), y por lo tanto, dado que T'(r, 8) = s(0) + v(r, 8), tenemos
que la solucion del problema sera:

- @m-1)rn @2m-1)=n _
T(r0)=f,-0+f+ Z[Am.(r)%'E_FBm.(T)_%'E] .Sen<w.”. )

3.5.11 Consideraciones generales
Llegados a este punto, es importante destacar un aspecto que suele pasar desapercibido en algunos
tratamientos simplificados, pero que resulta esencial para garantizar la consistencia de las soluciones
obtenidas. Nos referimos a las condiciones de compatibilidad que deben satisfacer que go Y g;, no actdan
como constantes sino que son funciones dependientes de 6 Yy asociadas a las condiciones de contorno r =
oY1 =1y

Estas funciones, lejos de ser necesariamente constantes, pueden y deben ser funciones de 6.
Incorporar dichas funciones no altera la estructura de las soluciones obtenidas mediante separacion de
variables, sino que afecta Unicamente a los términos INT que aparecen en los sistemas matriciales
planteados. Aqui es precisamente donde las condiciones de compatibilidad cobran relevancia, ya que
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permiten asegurar que las expresiones obtenidas mediante series de Fourier puedan ajustarse a estas
funciones go(60) y g.(6) sin perder la validez del desarrollo matematico.

fo=gL

Figura 3-8 Condiciones de compatibilidad [Elaboracion propia].
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4 REPRESENTACIONES EN MATLAB

Una vez desarrollado el andlisis tedrico de la ecuacion del calor en coordenadas cilindricas en estado
estacionario y resueltos distintos casos en funcion de las variables independientes y las condiciones de
contorno aplicadas, se ha implementado un conjunto de codigos en el software MATLAB (ver Anexo
I11: Codigo de MATLAB). Con ellos veremos ejemplos de representaciones de graficas de algunos de los
problemas abordados anteriormente.

El uso de MATLAB facilita la visualizacion del comportamiento térmico, permitiendo interpretar
de forma mas clara la distribucién de temperaturas en el dominio considerado. Ademas, proporciona una
herramienta eficaz para verificar la consistencia de los resultados obtenidos mediante el desarrollo
matematico. Para cada uno de los casos iniciales que hemos estudiado, los cuales dependian Unicamente
de una variable, con sus distintos tipos de condiciones de contorno (Dirichlet y Neumann) se presentara
un ejemplo resuelto mediante MATLAB. Cada uno incluiréd la formulacién del problema, la expresién
de la solucién analitica y su correspondiente representacion grafica generada con el software. El objetivo
de esta seccion es complementar el desarrollo tedrico con una aplicacion practica que facilite la
comprension de los resultados.

A lo largo de este trabajo, se ha mantenido el uso coherente de unidades del Sistema Internacional
(SI), tal y como se indicé en la introduccion. Sin embargo, en la representacion grafica de resultados
obtenidos mediante MATLAB, se ha optado por expresar la temperatura en grados Celsius (°C) en lugar
de Kelvin (K). Esta eleccion se debe a motivos de claridad y familiaridad en la interpretacion de
resultados, ya que en el ambito de la ingenieria es habitual trabajar y visualizar resultados en °C,
especialmente cuando se busca una mejor comprension intuitiva de las temperaturas. Esta conversion no
afecta al andlisis ni a la validez de los resultados obtenidos, dado que la ecuacion de conduccién térmica
es invariante ante traslaciones constantes de temperatura. De hecho, es sencillo demostrar que el paso
de Kelvin a grados Celsius:

T[°C] =T[K] — 273
Por tanto, la distribucion espacial y las variaciones de temperatura calculadas son independientes del
sistema de referencia utilizado (K o °C), siempre que se mantengan constantes las diferencias relativas.
Esto justifica el uso de grados Celsius en las graficas, facilitando asi una interpretacion mas intuitiva de
los resultados sin alterar el rigor matematico del desarrollo.

Del mismo modo, cabe mencionar que en algunas representaciones graficas generadas con
MATLAB se ha utilizado la unidad de centimetros (cm) en lugar de metros (m), pese a que a lo largo
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del trabajo se ha mantenido como base el Sistema Internacional de unidades. Esta decision ha sido
motivada por una cuestion de legibilidad y escala visual, ya que en muchos casos las dimensiones
caracteristicas de los problemas tratados (como radios de tuberias o longitudes de varillas) son del orden
de centimetros y, expresarlas directamente en metros, dificultaria la interpretacion grafica al trabajar con
valores numéricos pequefios. Es importante subrayar que, al igual que en el caso de la temperatura, las
soluciones matematicas y las ecuaciones diferenciales han sido desarrolladas en unidades del Sistema
Internacional, garantizando la consistencia dimensional. En efecto, observando las expresiones de las
soluciones que se van a utilizar, es facil demostrar que se pueden utilizar indistintamente ambas escalas
obteniendo los resultados para la temperatura en los dominios correspondientes.

4.1 Fuente de calor en estado estacionario independiente de 8 y z

En este apartado se presentardn diversos ejemplos acompafiados de sus correspondientes
representaciones graficas para el caso en que la fuente de calor que actta sobre el cilindro sea
independiente del angulo y z. Se analizaran dos tipos de condiciones de contorno: por un lado, aquellas
en las que se prescribe la temperatura en ambos extremos (condiciones Dirichlet-Dirichlet) y, por otro,
aquellas en las que se especifica la temperatura en un extremo y el flujo de calor en el otro (condiciones
Dirichlet-Neumann).

4.1.1 Problema de transferencia de calor en una tuberia cilindrica (Condiciones

de contorno Dirichlet no homogéneo)
Consideremos una tuberia metalica, de forma cilindrica, cuyo interior esta sometido a vapor caliente
y su exterior expuesto al aire frio. La seccidn transversal de la tuberia es una corona circular de radios:
ro = 2cm, 1, = 10cm

Suponemos que el problema es estacionario, ya que no hay variaciones de la temperatura en el
tiempo ni en el interior ni en el exterior de la tuberia. Ademas, se conoce el valor de las temperaturas en
el interior y en el exterior, siendo de 100 2C y 20 2C, correspondientemente. Esto nos da las condiciones
de contorno del problema, es decir:

T(ro) = 100°C
T(r,) = 20°C

Se trata de un problema de contorno con condiciones Dirichlet-Dirichlet no homogéneas, ya que las
temperaturas en ambas fronteras no son nulas. En base a los datos del problema, y metiendo los datos
en la ecuacion (8) se observa que la solucion particular es:

T(r) = > “In(r) + 100 — >
ln(ﬁ) ln(ﬁ)

-In(10),r € [2,10]

Usando el software Matlab, en base a dicha solucion y con los datos del problema obtenemos la
siguiente gréafica:
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100 Distribucion de temperatura en el radio de la tuberia
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Figura 4-1 Representacion Dirichlet no homogéneo en cilindro [Matlab].

En base a la representacion gréafica (figura 4-1), se observa que la gréfica de la funcion T (r) muestra
una disminucién continua de la temperatura conforme se incrementa el radio, lo cual concuerda con la
I6gica fisica del sistema: el calor se transfiere desde la pared interna caliente hacia la pared externa méas
fria. La naturaleza logaritmica de la solucién implica que el gradiente térmico no es constante, sino que
se atenla a medida que nos acercamos al exterior.

4.1.2 Problema de transferencia de calor en una tuberia cilindrica (Condiciones

de contorno Dirichlet y Neumann no homogéneo)

Consideremos una tuberia cilindrica con radios interior y exterior dados por ro =2 cmy r;, =10 cm
respectivamente. Se asume que la temperatura es independiente del tiempo y depende Unicamente de la
variable radial r.

Se impone en la pared interior de la tuberia una temperatura constante de 120 °C, mientras que en la
pared exterior se prescribe un flujo de calor igual a -3 °C/cm, indicando una pérdida de calor hacia el
exterior.

Condiciones de contorno:

T(ro) = 120°C

dT o
d—r(rL) = =399 /cm

En base a los datos del problema, y metiendo los datos en la ecuacion (10) se observa que la solucion
particular es:

T(r) = 120 — 3-10-ln(g), r € [2,10]

Usando el software Matlab, en base a dicha solucion y con los datos del problema obtenemos la
siguiente gréfica:
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. Distribucion de temperatura en el radio de la tuberia
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Figura 4-2 Representacion Dirichlet-Neumann no homogéneo en cilindro [Matlab].

En base a la representacion grafica obtenida (figura 4-2), se aprecia que la temperatura decrece de
forma continua a medida que aumenta el radio. Este comportamiento es coherente con la fisica del
sistema, ya que el calor fluye desde la pared interna, que presenta una temperatura mayor, hacia la pared
externa, donde el flujo térmico se impone. La dependencia logaritmica de la solucion provoca que el
gradiente de temperatura no sea constante, sino que se reduce progresivamente conforme nos alejamos
del interior.

4.2 Fuente de calor en estado estacionario independiente de @ y r

En este apartado se presentaran diversos ejemplos acompafiados de sus correspondientes
representaciones graficas para el caso en que la fuente de calor que actia sobre una varilla sea
independiente del angulo y del radio. Se analizaran dos tipos de condiciones de contorno: por un lado,
aquellas en las que se prescribe la temperatura en ambos extremos (condiciones Dirichlet-Dirichlet) vy,
por otro, aquellas en las que se especifica la temperatura en un extremo y el flujo de calor en el otro
(condiciones Dirichlet-Neumann).

4.2.1 Problema de transferencia de calor en una tuberia (Condiciones de contorno
Dirichlet no homogéneo)

Consideremos una tuberia de longitud z; =50 cm, donde el interior y el exterior se encuentran a la
misma temperatura, mientras que en los extremos se imponen condiciones de temperatura fijas:

T(0) = 809C (extremo izquierdo)
T(50) = 20 9C (extremo derecho)
Se desea determinar la distribucion de temperatura T'(z) a lo largo de la tuberia, en base a los datos
del problema, y metiendo los datos en la ecuacién (12) se observa que la solucion particular es:

T(z) = -12-z + 80; z € [0,50]

Usando el software Matlab, en base a dicha solucion y con los datos del problema obtenemos la
siguiente gréfica:
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o Distribucion de temperatura en tuberia
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Figura 4-3 Representacion Dirichlet no homogéneo en tuberia [Matlab].

En la representacion gréfica se observa que la temperatura disminuye de forma lineal a lo largo de
la tuberia, partiendo de un valor de 80 °C en el extremo izquierdo (z =0) hasta alcanzar 20 °C en el
extremo derecho (z = 50 cm). Este comportamiento es completamente consistente con las condiciones
fisicas impuestas, ya que al fijarse la temperatura en ambos extremos sin la presencia de fuentes internas
de calor, la conduccion estacionaria genera un gradiente térmico constante.

4.2.2 Problema de transferencia de calor en una tuberia (Condiciones de contorno

Dirichlet y Neumann no homogéneo)

Consideremos una tuberia de longitud z; = 40 cm, donde el interior y el exterior se encuentran a la
misma temperatura, por un lado, en el extremo izquierdo (z = 0) se mantiene una temperatura fija de 75
°C. Mientras que en el extremo derecho (z = z;) el flujo de calor es constante y se especifica como
g = —0.5°C/cm, indicando pérdida de calor hacia el exterior.

Condiciones de contorno:
T(0) = 75°C

dT .
d—Z(ZL) = —0.52C/cm

Se desea determinar la distribucién de temperatura T'(z) a lo largo de la tuberia, en base a los datos
del problema, y metiendo los datos en la ecuacién (13) se observa que la solucion particular es:

T(z) = —05-z + 75; z € [0,40]

Usando el software Matlab, en base a dicha solucion y con los datos del problema obtenemos la
siguiente gréafica:
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Figura 4-4 Representacion Dirichlet-Neumann no homogéneo en tuberia[Matlab]

La gréafica obtenida muestra que la temperatura decrece de forma lineal desde 75 °C en el extremo
izquierdo de la tuberia (z = 0) hasta aproximadamente 55 °C en el extremo derecho (z = 40 c¢m). Esta
disminucion uniforme se debe a la combinacion de las condiciones de contorno aplicadas: una
temperatura fija en el extremo izquierdo y un flujo constante de calor saliendo por el extremo derecho.

El resultado es coherente con el comportamiento fisico esperado en sistemas unidimensionales sin
fuentes internas de calor, donde la conduccidén de calor genera perfiles de temperatura lineales. Ademas,
la pendiente constante de la recta obtenida en la gréafica esta directamente relacionada con el valor
impuesto del flujo en la frontera derecha, validando asi la correcta formulacién y resolucién del
problema.

4.3 Fuente de calor en estado estacionario independiente dery z

En este apartado se presentaran diversos ejemplos acompafiados de sus correspondientes
representaciones graficas para el caso en que la fuente de calor que actla sobre un sector angular de una
corona, siendo independiente del radio y de z. Se analizaran dos tipos de condiciones de contorno: por
un lado, aquellas en las que se prescribe la temperatura en ambos extremos (condiciones Dirichlet-
Dirichlet) y, por otro, aquellas en las que se especifica la temperatura en un extremo y el flujo de calor
en el otro (condiciones Dirichlet-Neumann).

4.3.1 Problema de transferencia de calor en un sector angular de una corona
(Condiciones de contorno Dirichlet no homogéneo)

Consideremos un sector angular de una corona circular donde la temperatura depende Unicamente

del &ngulo (8), asumiendo que la situacion es estacionaria y sin fuentes internas de calor. Se sabe que

en 6 = 0 se fijalatemperaturaa40°Cyen 6 = g se fija la temperatura a 100 °C. Es por ello que:
T(0) = 40°C
A
— | = (Y]
T ( 2) = 100°C
Se desea determinar la distribucion de temperatura T(6), en base a los datos del problema, y

metiendo los datos en la ecuacidn (15) se observa que la solucion particular es:
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7o) =201 40 9eqor
()_T[ ) [:2]

Usando el software Matlab, en base a dicha solucion y con los datos del problema obtenemos la
siguiente gréfica:
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Figura 4-5 Representacion Dirichlet no homogéneo en corona [Matlab].

Este resultado nos da una distribucidn de temperatura que crece linealmente desde 40 °C hasta 100°C
a medida que avanzamos en la direccion angular desde 8 = 0 hasta 8 = g Este comportamiento es tipico

si el sector esta sometido a una fuente de calor creciente en el angulo, como por ejemplo un flujo de
calor lateral en una pieza curva.

4.3.2 Problema de transferencia de calor en un sector angular de una corona

(Condiciones de contorno Dirichlet y Neumann no homogéneo)
Consideremos un sector angular de una corona circular donde la temperatura depende Unicamente
de la variable angular 8, bajo condiciones de equilibrio térmico sin fuentes internas de calor. En 8 = 0
se fija la temperatura a 90 °C. Por otro lado en & = m se impone un flujo térmico g, = —20 °C/rad,
representado como una condicion de tipo Neumann. Se imponen las siguientes condiciones de contorno:

T(0) = 90 °C
i’ w) = —20°C
75 (M = eC/cm

Se desea determinar la distribucion de temperatura T(6), en base a los datos del problema, y
metiendo los datos en la ecuacién (16) se observa que la solucion particular es:

T() = —20-0 + 90, 6 € [0,7]

Usando el software Matlab, en base a dicha solucion y con los datos del problema obtenemos la
siguiente gréfica:
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Figura 4-6 Representacion Dirichlet-Neumann no homogéneo en corona [Matlab].

Se observa que la temperatura disminuye linealmente desde 90 °C en 8 = 0 hasta aproximadamente
27 °C en 6 = m, mostrando un comportamiento tipico de conduccidn en equilibrio con condiciones
mixtas. La pendiente negativa es consecuencia directa del flujo de calor impuesto en la frontera angular
de tipo Neumann.
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5 CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

5.1 Conclusiones

A lo largo de este Trabajo de Fin de Grado se ha desarrollado un andlisis matematico riguroso y
detallado, en el que se pueden observar cada uno de los pasos que se realiza hasta llegar a la solucién
final, de la transferencia de energia térmica por conduccion en problemas con dominios cilindricos,
partiendo de la ecuacion general del calor en coordenadas cartesianas y transformandola adecuadamente
al sistema de coordenadas cilindricas. Este cambio de sistema ha permitido estudiar con mayor precision
problemas reales que aparecen en el ambito de la ingenieria naval, donde este tipo de geometrias son
frecuentes, como en tuberias, conductos, intercambiadores térmicos o incluso en el casco de un
submarino.

Se han abordado distintos casos particulares en régimen estacionario, eliminando la dependencia
respecto a variables como el angulo 6 o la direccién longitudinal z. En cada caso, se han analizado
diferentes tipos de condiciones de contorno (Dirichlet y Neumann), resolviendo las ecuaciones
resultantes mediante métodos analiticos clasicos como la separacién de variables. La solucion obtenida
permite interpretar de forma clara como se distribuye la temperatura en el dominio y como influye cada
condicion en el comportamiento térmico del sistema.

En relacion con los objetivos, se ha cumplido también con éxito la aplicacién de estos modelos a
problemas reales de ingenieria, presentando ejemplos numéricos y representaciones graficas obtenidas
mediante MATLAB de los casos en los que es independiente de dos variables. Estos resultados visuales
no solo validan la formulacién tedrica, sino que permiten interpretar de forma clara la influencia de las
condiciones de contorno y la geometria sobre la distribucion térmica, fortaleciendo el vinculo entre la
teoria matematica y su aplicacion en la ingenieria.

Durante el desarrollo del trabajo, se han afrontado ciertas dificultades que han aportado un valor
afiadido al mismo. En particular, la clasificacion de todas las posibles combinaciones de condiciones de
contorno sobre la frontera del dominio cilindrico no estaba completamente desarrollada en la bibliografia
consultada, siendo necesario un tratamiento detallado para resolver correctamente cada caso. Esta
sistematizacion ha supuesto un aporte original, ya que muchas referencias solo abordan los casos mas
simples (como Dirichlet homogeéneo) sin llegar a tratar en muchos casos las condiciones no homogeéneas,
como las que aqui se han desarrollado y resuelto analiticamente.

Ademas, se ha demostrado que la formulacién matematica no solo facilita la comprension del
fendmeno, sino que también permite una modelizacion precisa que puede ser posteriormente utilizada
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en simulaciones mas avanzadas o en el disefio de sistemas térmicos reales. Todo ello contribuye a
reforzar la utilidad practica de las matematicas aplicadas dentro del ambito de la ingenieria.

5.2 Lineas futuras
Este trabajo abre la puerta a multiples desarrollos futuros que permitirian enriquecer ain maés el
estudio realizado. Entre las lineas de investigacion y mejora mas relevantes se encuentran:

e Completar el estudio en coordenadas cilindricas, ya que faltan por resolver y explicar los
casos en los gue son independientes Unicamente del radio y unicamente del angulo, con la
resolucion de estos casos quedaria completa la resolucion en coordenadas cilindricas. Del
mismo modo se pueden estudiar otros tipos de condiciones de contorno, como son las de tipo
Robin, las cuales son cominmente empleadas en ingenieria.

e Desarrollo de una interfaz grafica en Matlab que permita la introduccién directa de valores
para abordar diversos problemas reales de manera interactiva.

e Extension al régimen transitorio completo, considerando la evolucion temporal de la
temperatura en el dominio y no solo el caso estacionario. Esto permitiria simular procesos
térmicos dinamicos como arranques, apagados o picos de carga térmica.

e Incorporacion de condiciones de contorno no homogéneas mas complejas, dependientes de
las variables del problema, que reflejen de forma mas realista escenarios fisicos con flujos
térmicos variables o condiciones ambientales externas cambiantes.

e Estudio de casos practicos reales, como el analisis térmico de componentes especificos de
submarinos, generadores o sistemas de refrigeracion navales, utilizando datos
experimentales para validar los modelos desarrollados.

Estas lineas y otras, permitirian la disposicion de un documento completo desde el punto de vista
matematico de la resolucién de la ecuacion del calor, donde se detallarian cada uno de los pasos que
llevan a las diferentes soluciones analiticas (o aproximaciones, de ser necesario). Esto seria de gran
utilidad tanto para profesionales del &mbito industrial como para profesionales de la academia.
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ANEXO |: IMPLICACIONES ECONOMICAS Y AMBIENTALES

El estudio y modelado matematico de la transferencia de energia térmica por conduccion en
dominios cilindricos tiene importantes implicaciones tanto econdémicas como ambientales. La
comprension precisa de los fendmenos de conduccion de calor en geometrias cilindricas, comunes en
tuberias, intercambiadores de calor y componentes industriales, permite optimizar procesos en sectores
como la industria, la construccion y el transporte.

Una formulacion matemética adecuada facilita la prediccion y el control del comportamiento
térmico, lo que puede traducirse en una mejora significativa de la eficiencia energética. Esta mejora se
refleja en una disminucién del consumo energético y, en consecuencia, en la reduccion de emisiones de
gases de efecto invernadero, contribuyendo asi a mitigar el impacto ambiental.

Desde el punto de vista econdémico, la implementacion de soluciones basadas en un analisis térmico
riguroso permite reducir los costos operativos, mejorar la competitividad de las empresas y fomentar la
sostenibilidad a largo plazo. Sistemas que incorporan un control térmico eficiente, especialmente en
componentes de forma cilindrica, permiten un uso mas racional de los recursos energéticos y una menor
dependencia de fuentes no renovables.

Ademas, en procesos de fabricacion como la soldadura o el moldeo de materiales, la capacidad de
modelar y controlar la distribucion de temperatura en dominios cilindricos es crucial. En el caso de la
soldadura de tubos o conductos, por ejemplo, el control térmico es esencial para garantizar la integridad
estructural y la durabilidad del producto final. Del mismo modo, en el moldeo de materiales plésticos o
metalicos con geometria cilindrica, una comprension detallada de la conduccion de calor permite
prevenir defectos, mejorar la calidad del producto y aumentar la eficiencia del proceso.
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ANEXO I1: REFLEXIONES ETICAS Y SOCIALES

La investigacion en transferencia de energia térmica, y en particular su formulacion matematica
aplicada a dominios cilindricos, no solo tiene una relevancia técnica, sino también implicaciones éticas
y sociales que conviene considerar. El desarrollo de modelos que permitan una mayor precision en el
analisis térmico contribuye, de forma indirecta pero significativa, a un uso mas responsable de la energia
y a una mejora en la sostenibilidad de los procesos industriales.

Desde una perspectiva ética, el conocimiento cientifico y tecnoldgico debe orientarse hacia el bien
comun. Mejorar la eficiencia térmica mediante herramientas matematicas no solo responde a una
necesidad técnica, sino que también se convierte en una responsabilidad frente a los retos globales como
el cambio climatico, la escasez de recursos energéticos y la contaminacion. Aplicar este conocimiento
para optimizar sistemas térmicos implica una decision ética de reducir el impacto ambiental de nuestras
actividades productivas.

Socialmente, el avance en este tipo de investigaciones también puede repercutir positivamente en la
calidad de vida de las personas. La eficiencia energética en sistemas industriales y de infraestructura
puede traducirse en menores costos de produccién, lo que potencialmente beneficia al consumidor final.
Ademas, el desarrollo de tecnologias méas limpias y sostenibles puede generar empleo en sectores
emergentes y fomentar un modelo econémico mas respetuoso con el medio ambiente.

No obstante, también es importante tener en cuenta los posibles riesgos derivados del mal uso del
conocimiento. La formulacién matematica, si bien es una herramienta poderosa, no debe ser empleada
exclusivamente con fines de rentabilidad sin considerar sus impactos humanos y ecoldgicos. Existe una
responsabilidad compartida entre investigadores, ingenieros, empresas Yy legisladores de asegurar que
los avances tecnoldgicos se apliquen con criterios éticos, equitativos y sostenibles.

En resumen, el trabajo desarrollado en el marco de este TFG no solo aporta valor desde una

perspectiva cientifica, sino que también invita a reflexionar sobre el papel del conocimiento técnico en
la construccidn de una sociedad mas justa, eficiente y comprometida con el futuro del planeta.
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ANEXO Ill: Copico bE MATLAB

En este anexo se reflejan los codigos de Matlab empleados en cada uno de los problemas planteados
en el apartado 4 de este TFG. A continuacion se muestran dichos codigos:

El cddigo del problema del 4.1.1. es el siguiente:

% Definimos la variable
syms r

% Datos del problema

g0 =100; % Temperatura interior (°C)
gL =20; % Temperatura exterior (°C)
r0 =2; % Radio interior (cm)

rL =10; % Radio exterior (cm)

% Calculo simbolico de la solucidn exacta

% Calculamos la constante C1
Cl1=(g0-gL)/log(r0/rL);

% Calculamos la constante C2
C2=90-C1 * log(r0);

% Expresion simbolica de la temperatura T(r)
T=C1*log(r) + C2;

% Representacion grafica simbolica de la temperatura
fplot(T, [rO, rL], 'LineWidth', 2)

xlabel('r (cm)")

ylabel('Temperatura (°C)")

title('Distribucion de temperatura en el radio de la tuberia’)
grid on

El codigo del problema del 4.1.2. es el siguiente:

% Definimos la variable
syms r

% Datos del problema

g0 =120; % Temperatura impuesta en r0 [°C]
gL =-3; % Flujo impuesto en rL [°C/cm]
r0=2; % Radio interior [cm]

rL=10; % Radio exterior [cm]

% Solucién particular de T(r)
T =90 +gL *rL * log(r / r0);

% Grafica
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fplot(T, [rO, rL], 'LineWidth', 2)

xlabel('r (cm)")

ylabel('Temperatura (°C)")

title('Distribucion de temperatura en el radio de la tuberia’)
grid on

El codigo del problema del 4.2.1. es el siguiente:

% Definimos la variable
syms z

% Datos del problema

g0 =80; % Temperatura en z=0 [°C]
gL =20; % Temperatura en z=zL [°C]
zL =50; % Longitud de la varilla [cm]

% Solucion particular
T=(gL-9g0)/zL *z +g0;

% Representacion grafica

fplot(T, [0, zL], 'LineWidth', 2)

xlabel('z (cm)")

ylabel('Temperatura (°C)")

title('Distribucion de temperatura en tuberia’)
grid on

El codigo del problema del 4.2.2. es el siguiente:

% Definimos la variable
syms z

% Datos del problema

g0 =75; % Temperatura en z=0 [°C]

gL =-0.5; % Flujo de calor en z=zL [°C/cm]
zL =40; % Longitud de la varilla [cm]

% Solucion particular
T=gL*z+d0;

% Representacion grafica

fplot(T, [0, zL], ‘'LineWidth', 2)

xlabel('z (cm)")

ylabel('Temperatura (°C)")

title('Distribucion de temperatura en tuberia’)
grid on

El cddigo del problema del 4.3.1. es el siguiente:

% Definimos la variable
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syms theta

% Datos del problema

g0 = 40; % Temperatura en theta=0 [°C]

gL =100; % Temperatura en theta=pi/2 [°C]
thetaL = pi/2; % Longitud angular

% Solucién particular
T = (gL - g0) / thetaL * theta + g0;

% Representacion grafica

fplot(T, [0, thetaL], 'LineWidth', 2)
xlabel(\theta (rad)")

ylabel('Temperatura (°C)")

title('Distribucion de temperatura en la corona’)
grid on

El codigo del problema del 4.3.2. es el siguiente:

% Definimos la variable

syms theta
g0 =90; % Temperatura en theta=0 [°C]
gL =-20; % Flujo de calor en theta=pi [°C/rad]

thetalL = pi; % Angulo final

% Solucion particular
T = gL * theta + g0;

% Representacion grafica

fplot(T, [0, thetaL], 'LineWidth', 2)
xlabel(\theta (rad)")

ylabel('Temperatura (°C)")

title('Distribucion de temperatura en la corona’)
grid on
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