Centro Universitario de la Defensa
en la Escuela Naval Militar

TRABAJO FIN DE GRADO

Bases de Grobner: Un método alternativo para la resolucion de
sistemas complejos

Grado en Ingenieria Mecanica

ALUMNO: David Martinez Sol
DIRECTORES: Rodrigo Marifio Villar

Sandro Caeiro Oliveira

CURSO ACADEMICO: 2023-2024

UniversidagqVigo







Centro Universitario de la Defensa
en la Escuela Naval Militar

TRABAJO FIN DE GRADO

Bases de Grobner: Un método alternativo para la resolucion de
sistemas complejos

Grado en Ingenieria Mecanica
Intensificacion en Tecnologia Naval
Infanteria de Marina

UniversidaggaVigo







RESUMEN

La definicion y resolucion de sistemas de ecuaciones es uno de los recursos mas basicos que ofrecen las
matematicas. Ademas, no solo se utilizan en este ambito, sino que condicionan otras ciencias a la hora
de estudiar ciertos modelos de comportamiento en los que previamente se establecen determinadas
condiciones. Diversos métodos son conocidos y estudiados para la resolucién de dichos sistemas, no
obstante, a medida que aumenta la complejidad del sistema a resolver este tipo de método genera
problemas computacionales de elevado tiempo de procesado.

Es aqui donde aparecen las bases de Grébner. En 1976, el matematico Bruno Buchberger publicd un
algoritmo que trataba de generalizar el algoritmo de Euclides con la finalidad de simplificar un sistema
de ecuaciones, aparentemente complejo e incluso no lineal, en uno equivalente pero mas sencillo. Este
algoritmo impulsé el avance de las matematicas y de otras ciencias convirtiendo problemas irresolubles
con métodos convencionales, aplicando las bases de Grébner, en problemas realizables con un simple
ordenador. En este trabajo se plantea el estudio y la aplicacion, no solo del algoritmo en cuestion, sino
también se repasa las tematicas simples del algebra elemental que dan lugar a estas bases.
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BASES DE GROBNER: UN METODO ALTERNATIVO PARA LA RESOLUCION DE SISTEMAS
COMPLEJOS

1 INTRODUCCION Y OBJETIVOS

1.1 Introduccidn

El algebra (al jebr en arabe) es la rama de las matematicas focalizada en el estudio de las estructuras
y reglas generales que gobiernan las operaciones aritméticas y las relaciones numéricas. En ella, no se
trabaja con numeros especificos como se esta acostumbrado a tratar, sino que se utilizan simbolos y
letras que representan cantidades desconocidas, constantes, relaciones o variables. De entre las
abundantes areas algebraicas que existen, el trabajo se movera entre el algebra elemental, el algebra
abstracta y el algebra computacional. En primer lugar, se parte de los conceptos pertenecientes al campo
del &lgebra elemental, encargada de extraer los problemas del mundo real y reducirlos a una serie de
nameros, letras y simbolos, asi como del estudio de los conceptos y operaciones bésicas (las ecuaciones
lineales, su resolucién y sistemas de ecuaciones). A diferencia de la aritmética donde generalmente se
opera con nUmeros Yy sus respectivas operaciones (suma, multiplicacion, resta y divisidn) en algebra
elemental los nimeros son representados por simbolos (X, y, z) siendo Gtil para el desarrollo y analisis
de las propiedades de los nimeros reales y especialmente para referirse a numeros “desconocidos”,
definir ecuaciones y poder resolverlas. En este campo se encuentran elementos tales como potencia o
expresion algebraica, otorgando especial importancia en el presente trabajo dentro de las mismas, a los
polinomios, definidos y desarrollados mas profundamente en el apartado 3.1.1 del documento.

Por otra parte, la mayoria de los conceptos a tratar en el trabajo pertenecen al campo del algebra
abstracta, también denominada moderna. Esta es la rama del algebra que estudia estructuras algebraicas
méas complejas (grupos, anillos, dominios de integridad o cuerpos) que permiten definir conjuntos
abstractos, operar con ellos y estudiar sus propiedades fundamentales, aplicables a posteriori en
cualquier ambito de las matematicas. Trata de estudiar y procesar lo extraible de las afirmaciones l6gicas
en las que se basan la totalidad de las matematicas. Como queda escrito a lo largo del apartado de
desarrollo, el algebra moderna satisface el método axiomatico, es decir, se trata de vincular un conjunto
de conceptos que cumplen una serie de propiedades y relaciones entre ellos. Cabe enfatizar el poder del
desarrollo axiomatico en estas estructuras algebraicas a la hora de extraer y revelar semejanzas entre
objetos a primera vista incompatibles, llegando al punto en que un teorema sobre una estructura puede
tener un analogo en una estructura diferente. De este campo algebraico, se profundizara en los anillos
de polinomios, conjunto de polinomios que cumplen una serie de propiedades especificas, y en los
ideales de estos anillos, que agrupan todos los multiplos de los polinomios 0 monomios que conformen
el anillo. A grandes rasgos, las bases de Grobner proporcionan un modo particular de generar un ideal
de un anillo. Por altimo, dentro de las operaciones que se realizan dentro del algebra abstracta, existen
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una serie de algoritmos que facilitan el procesado de estos sistemas algebraicos. El estudio de estos
algoritmos forma parte del algebra computacional, presente en numerosos apartados del documento.

El presente trabajo comienza con la introduccion del concepto del algebra, especificando los dos
tipos que guardan relacion con el tema a tratar y mencionando brevemente los conceptos basicos
necesarios para el desarrollo de las bases. En el apartado 2.1.2, se estudiara el surgimiento de los
primeros métodos de resolucidn de ecuaciones polinomiales, y codmo se evoluciono, desde la formula de
resolucion de ecuaciones lineales cuadraticas simples, hasta la creacion de los primeros algoritmos que
permitieron obtener los ceros de una ecuacion polinomial, profundizando en como Grébner incito a
Bruno Buchberger a obtener el algoritmo que daria lugar a las bases a desarrollar en el trabajo.

A partir del tercer apartado, comienza la parte principal del trabajo. En primer lugar, se define y
menciona el concepto de polinomio y anillo de polinomios, asi como sus principales propiedades. A
continuacion, se desarrollan los ideales de un anillo de polinomios y las bases de Hilbert que demuestran
la finitud de los ideales generadores de dichos anillos. A partir de estas bases se introducira el concepto
de orden monomial, comentando como los términos y coeficientes principales de un ideal de polinomios
conforman la estructura de una base de Grobner; y se desarrolla el algoritmo de Buchberger, generador
de las bases en cuestion.

En el apartado 4, y haciendo uso de la plataforma de SageMath, se mencionarén las aplicaciones
mas resefiables que hacen uso del algoritmo, profundizando en la resolucion de sistemas y se plantearan
casos y problemas que hagan uso de las bases de Grobner para maximizar y resolver de sistemas de
ecuaciones lineales, desde los mas simples hasta algunos mas complejos. De esta forma, quedara
demostrada la efectividad del algoritmo en la resolucién de todos ellos.

1.2 Objetivos

Con lo anteriormente expuesto, los objetivos especificos de este Trabajo de Final de Grado, con el
fin de dar a conocer las Bases de Grobner en el @ambito de la resolucion de sistemas complejos, son:

- Dar unavisién general de los conceptos pertenecientes al campo del algebra abstracta necesarios
para conformar y entender el funcionamiento del algoritmo de Buchberger.

- Describir la aplicacion del algoritmo y la definicion de las bases de Grobner.

- Comprobar la efectividad de las bases en cuanto a la simplificacion del proceso resolutivo de un
sistema de ecuaciones mediante la introduccion de aplicaciones orientadas a la optimizacion de
calculos en el ambito de la Armada.
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2 ESTADO DEL ARTE

2.1 Ecuaciones polinomiales
2.1.1 Introduccion

Los problemas de resolucion de ecuaciones polinomiales del tipo:
211)  p(x) =po+pix +px® + o+ ppx" =

fueron desarrollados por los Sumerios (3000 A.C.) y ha influenciado de manera significativa el
desarrollo de las matematicas a lo largo de los siglos. Particularmente, las ideas de pensamiento abstracto
y el uso de la notacién matematica parten del estudio de este problema. Es mas, este estudio ha motivado
histéricamente la introduccion de muchos de los conceptos fundamentales de las matematicas (los
nameros irracionales y complejos, grupos algebraicos, cuerpos e ideales) y ha influenciado
significativamente el desarrollo de la computacion numeérica.

Hoy en dia, muchos problemas computacionales que surgen en ambitos cientificos, ingenieriles o
en el desarrollo de negocios han sido resueltos usando herramientas del algebra y la programacion lineal.
Estas herramientas permiten la resolucion de problemas del tipo (2.1.1) pero normalmente para n
pequefias. Cuando n crece hasta el valor de 10 o 20, las herramientas actuales necesarias para resolver
la ecuacion (2.1.1) disminuyen. Es por ello la importancia del area de la computacion denominada
algebra computacional, donde se encuentran situaciones en las que (2.1.1) presenta n > 100 o incluso
1000. Para estos casos, el numero de bits a utilizar tanto para la representacion de los coeficientes
Do, P1, ---» Pn, COMO para la resolucion de los valores de x, suelen causar problemas en los softwares
destinados a este uso y motiva la basqueda de algoritmos para simplificar la resolucion de ecuaciones
mas complejas.
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2.1.2 Primeras formulas para la resolucion de ecuaciones de grado 2 <n <4

El primer paso importante en la historia de la resolucion de ecuaciones polinomiales fue dado por

—p1 + p7 — 4pop2
2p,

(2.1.2)

X122 =

los Babilonios (aproximadamente 2000 A.C.) cuando, centrandose en el estudio de ecuaciones de grados
mas pequerios, consiguieron dar con la expresion generica para la resolucion de ecuaciones cuadraticas.
Esta expresion corresponde con la estudiada en las matematicas de nivel secundaria y bachillerato.

El estudio a fondo de esta expresion provoco la introduccion en el mundo de las matematicas de
los nimeros negativos, irracionales y complejos. Ejemplo de ello fue el descubrimiento de que la
ecuacion x? = 2 no tiene solucién racional, o la expresion x2 + 1 = 0 que da lugar a los nimeros
complejos. Mas adelante en el siglo XVI, empezaron a surgir intentos de encontrar una formula, como
la utilizada en (2.1.2), que unicamente utilizase operaciones aritméticas y radicales para resolver
ecuaciones polinomiales de grado 3 y 4. No obstante, estos intentos fallaron con polinomios de grado n
para cualquier n > 4. Esta imposibilidad de encontrar una formula capaz de satisfacer la condicion de
grado n > 4 derivd en un teorema llevado a cabo por Ruffini en 1813 y por Abel en 1827, y quedo
reforzado por la teoria de Galois en 1832.

2.1.3 Teorema Fundamental del Algebra y primeros algoritmos

A pesar de la ausencia de formulas que resuelvan (2.1.1) con cualquier n mediante el uso de
operaciones aritméticas simples y radicales, el Teorema Fundamental del Algebra afirma que toda
ecuacién polinémica de grado n con coeficientes complejos tiene n raices complejas. Este teorema (TFA
en adelante) fue llevado a cabo de manera exitosa por Girard y Descartes a mediados del siglo XVII, no
obstante, su demostracion tuvo que esperar hasta finales del siglo XIX, cuando Alexander Ostrowski
consiguio solucionar los imperfectos de la demostracion que Gauss defendi6 en su disertacién doctoral
de 1799.

El TFA desarrolla la demostracién de la existencia de la factorizacion para cualquier polinomio

p() = pn | [oc- %)
j=1

tal que p, # 0. De esta manera, z,,zy, ..., Z, son las n soluciones para (2.1.1). El area que trata de
computar o aproximarse al valor de estos ceros o soluciones se denomina aspectos algoritmicos del TFA.
El objetivo principal de esta area es tratar de optimizar estos algoritmos de manera que se obtengan
soluciones lo mas precisas posibles disminuyendo al maximo el coste computacional, refiriéndose este
a tiempo y memoria consumidos. Jan Brouwer y Hermann Weyl fueron los primeros en introducir

10
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algoritmos que garantizaban la convergencia hacia todos los n ceros de cualquier p(x) en el afio 1924.
No obstante, sendos algoritmos consumian un gran nimero de recursos computacionales.

2.2 Sistemas de ecuaciones lineales
2.2.1 Primeros acercamientos a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Los primeros métodos que trataron de estandarizar la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales aparecieron, de la forma que ha sido comentada en el apartado anterior, en la época de la
matematica de los Babilonios (1700 A.C). Estos trabajaban los sistemas sin utilizar una notacion
simbdlica como la que se conoce hoy en dia, utilizaban, por tanto, términos geométricos para designar
las incognitas como la longitud, la anchura o area, sin que estas tuvieran relacion con una unidad de
medida estandarizada. Por otra parte, los egipcios dejaron constancia, en sus papiros y grabados, de
multitud de problemas matematicos resueltos. El algebra egipcia se centrdé de manera casi exclusiva
en la resolucion de ecuaciones lineales y de la misma manera que los babilonios, todos los problemas
se relacionaban con cuestiones cotidianas. Los egipcios utilizaban el método Regula Falsi para la
resolucion tanto de ecuaciones polinomiales, como para la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales sencillos. Este método utiliza la técnica prueba-error, probando diferentes valores de la
variable a obtener y ajustandola hasta el cumplimiento de la igualdad. Un ejemplo de ello se encuentra
en el problema 26 del Papiro de Rhind, copiado por el escriba egipcio Ahmes en el afio 1650 A.C.,
que trata de resolver la expresion x + x/4 = 15. Por Regular Falsi o Falsa Posicién, se comprueba
que con x=4 se cumple que 4 + 4/4 = 5 obteniendo ademas un valor entero, pero 3 veces méas pequefio
que el que se desea obtener en la ecuacion original, por tanto, se multiplica por 3 este valor de “prueba”
obteniendo asi el resultado para la ecuacion original 12 + 12/4 = 15. De esta manera, tanto babilonios
y egipcios como las civilizaciones que les precedieron, fueron capaces de resolver sistemas sencillos
pertenecientes a entornos cotidianos.

El siguiente gran avance llevado a cabo en el ambito del lgebra lineal, fue realizado por la
civilizacion china con la aparicion del libro Nine Chapters of Mathematical Art, escrito por diversas
generaciones de estudiantes entre los siglos I y 11 A.C. y traducido al inglés en el afio 1606, siendo uno
de los libros de matematicas conservados mas antiguos de la civilizacion China. El libro contiene 246
problemas con sus respectivos métodos de solucién, abarcando campos como la medicion, el comercio,
la tasacion o problemas de distancia, ritmo y tiempo. Para tratar de contextualizar las matematicas que
contiene el libro, es importante considerar las herramientas e ideas matematicas que utilizaban los
estudiantes chinos en la época en la que se escribio el libro. La mas sobresaliente entre ellas es la tabla
de contar utilizada por los matematicos chinos en la que se contaban varillas de bambu organizadas en
cajones rectangulares en la que se podian realizar operaciones lineales sencillas (suma, resta,
multiplicacion y division) y que ayudd a la adaptacion de esta civilizacion a la numeracion en base 10,
introducida en el imperio chino en el afio 200 A.C.

En la traduccidn del libro se ofrece una introduccion a los contextos que han impulsado el estudio
de los sistemas de ecuaciones lineales en la antigua China. Los dieciocho problemas que aparecen en
el Capitulo 8 del libro tratan sistemas de entre 2 y 6 valores desconocidos. Con alguna excepcion,
todos los problemas cuentan con una solucion Gnica con el nimero de ecuaciones igual al nimero de
incognitas. La mayor parte de ellos tratan temas agricolas trabajando con cantidades de ganaderia o
grano (nimero, peso, volumen o coste). No obstante, también se tratan conceptos practicos como la
fuerza de empuje de un caballo, la cantidad de agua utilizada por familias que comparten un aljibe o
la cantidad de pollos consumidos por persona dependiendo de la clase social.

Con la excepcion de los métodos desarrollados sobre siglo 11 A.C en China, apenas se ha
progresado en cuanto a la comprensiéon tedrica de los sistemas de ecuaciones lineales y sus soluciones
hasta los siglos XVII — XVIII cuando emergieron los determinantes de manera casi simultanea en

11
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Japdn y en Europa. En el afio 1683, el matematico japonés Seki Kowa desarrollé una version de los
determinantes como parte de la resolucion de sistemas no lineales de ecuaciones. Este método fue
descrito de manera que los coeficientes de las variables de un sistema eran colocados en matrices
rectangulares (claro ejemplo de la influencia de las tablas rectangulares de contar chinas mencionadas
en el parrafo anterior). Yoshio Mikami en el afio 1914 recre6 una ilustracion del manuscrito original
de Seki para los casos de matrices 2x2 y 3x3 como se desarrolla en la Figura 2-1.

Figura 2-1 Recreacion de Yoshio Mikami del diagrama de Seki.
Fotografia obtenida de [4]

Las lineas de trazo continuo o punteadas se usan para indicar los signos del producto de los
elementos conectado por estas, siendo las lineas de trazo continuo de signo positivo, y las lineas de trazo
punteado de signo negativo.

2.2.2 Siglos XVII — XVIII

Maés adelante, en el afio 1750, el matematico suizo Gabriel Cramer desarrollé de manera
independiente los determinantes como un método especifico de solucién a un sistema como una
expresion de coeficientes cualesquiera del sistema dado. Por ejemplo, Cramer expresa un sistema lineal
3x3 con 3 variables desconocidas X, y, z de la siguiente forma [1]:

A = Z1Z + Yly + X1X
A = ZzZ + Yzy + sz
A = Z3Z + Y3y + X3X

Cramer expresa a partir de los coeficientes del sistema los valores desconocidos de x, y, z. Por
ejemplo, la resolucion de la variable z vendria dada por la expresion:

A1Y2X3 - A1Y3X2 - A2Y1X3 + A2Y3X1 + A3Y1X2 - A3Y2X1
7 =
Z1YVoXs — 213Xy — Z,Y X3 + Z,Y3X, + Z3Y X, — Z3Y,X4

Cabe destacar, la falta de explicacidn por parte de Cramer sobre el origen del resultado. No obstante,
proporciona una regla general para la resolucion de sistemas: toda variable en un sistema es resuelta
mediante un valor fraccional. Este método también menciona el hecho de que un denominador de valor
0 indica que el sistema no tiene una solucion unica especificando, ademas, que en estos casos el sistema
tendra infinitas soluciones. Esta perspectiva de Cramer hubiese resultado imposible sin el uso de la
notacion algebraica introducida por el matematico francés Frangois Viete. Los simbolos matematicos
(por ejemplo, el uso la letra ‘X’ para referirse a una cantidad fija desconocida o una variable) empezaron
a usarse en el afio 300 A.C en Grecia por Euclides, pero su uso no se estandarizo hasta el afio 1591,
cuando el matematico francés introdujo las vocales para representar cantidades desconocidas y
consonantes para representar variables, dando a conocer las ideas basicas de lo que hoy en dia se
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consideran los parametros. Tanto para Seki como para Cramer, la manera en la cual el sistema de
notacion condicionaba los coeficientes conformaban la manera de especificar el determinante. Por un
lado, la articulacion de los determinantes de Seki siguiendo el modelo de la tabla de contabilizar china,
influenciaba la disposicion fisica de los coeficientes con tal de especificar las operaciones que
posteriormente se realizarian con dichos coeficientes. La organizacion que disponia Cramer, en cambio,
dependia del uso de los subindices para identificar cada uno de los coeficientes y asi poder crear una
expresion fija que permitia la resolucion de este.

Otro avance importante en el desarrollo de la teoria de sistemas de ecuaciones lineales tuvo lugar
también en Francia en el afio 1750: Leonard Euler empez0 a cuestionarse si un sistema de n ecuaciones
lineales con n incognitas tenia una solucion Unica, utilizando como ejemplo el sistema:

3x — 2y =5
4y = 6x - 10

Euler desarroll6 esta idea con sistemas mas extensos, demostrando que ciertas ecuaciones pueden
estar tanto contenidas, como compuestas por otras ecuaciones, siendo este concepto de dependencia
lineal de vital importancia para entender las bases de Grobner a tratar en el presente trabajo.

Por altimo, en el siglo X1X, Gauss dio con la manera de demostrar, sin la necesidad de resolver un
sistema, si este no tenia solucién, solucion Unica o infinitas soluciones. Es decir, permite identificar
mediante el método de la eliminacion la naturaleza de la solucion de un sistema. Este método de la
eliminacion de Gauss fue utilizado principalmente en el ambito de la astronomia. EI mismo Gauss trabajo
en la érbita de un asteroide llamado Pallas, considerado en la época un planeta. Mediante la observacion
de Pallas durante varios afos, reunié una serie de datos que utilizd para determinar la inclinacion de la
Orbita del planeta, y al afiadirlos a las expresiones de las teorias astrondmicas conformo un sistema de
12 ecuaciones y 6 incognitas. Para aproximar de la mejor manera la solucion de este sistema, Gauss
desarroll6 el método de los minimos cuadrados, y fue de este método del cual se extrajo el concepto de
la eliminacién. Con todos estos conceptos, Gauss trato de solucionar el problema de la 6rbita de Pallas
de la manera méas aproximada a la realidad posible, teniendo siempre en cuenta que las medidas y
observaciones siempre iban a traer consigo errores que complicarian la resolucion del sistema.

2.3 Algoritmos y métodos

2.3.1 Algoritmo de Euclides

El algoritmo desarrollado por el matematico y gedmetra griego Euclides (300 A.C.) es considerado
como el algoritmo no trivial mas longevo conservado hoy en dia. Este trata de computar el maximo
comun divisor de dos nimeros enteros positivos. No obstante, hoy en dia, el algoritmo se puede aplicar
sobre cualquier dominio de factorizacion en el cual el maximo comun divisor es computable. EI método
propuesto por Euclides dicta lo siguiente: EI maximo comun divisor entre a 'y b (bien sean nimeros en
R o polinomios) es un elemento ¢ maximo que divide ambos de manera exacta, sin resto. EI maximo
comun divisor (mcd en adelante) es, ademas, en el &mbito de los polinomios, el generador de un ideal
(concepto explicado méas en detalle en el apartado 3.2.3). Por lo tanto, se puede afirmar
que: mcd(a,b) = h — h es generador del ideal < a,b >. Se considera el algoritmo precursor del
algoritmo de Buchberger (2.4), debido a que ambos trabajan con el mismo fin.

Sean f y g dos polinomios que cumplen f = gq + r donde g y r denotan el coeficiente y el resto
de la division respectivamente. Para calcular el mcd mediante el algoritmo se procede de la siguiente
manera [2] :
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En primer lugar, se asignan las variables h y s a los polinomios f y g respectivamente. Se calcula el
resto de la division de h entre s utilizando la funcion reminder (h,s) y el resto se almacena en la variable
rem. Se actualiza h con el valor de s, y s con el valor de rem, repitiéndose este bucle hasta que la variable
s sea igual a 0. En ese momento, el algoritmo devolvera el valor de h que representa el med (f, g). Por
ejemplo, para hallar, utilizando SageMath el mcd de los polinomios indicados a continuacion, el codigo

seria del tipo:

Figura 2-2 Cdédigo en la plataforma SageMath de implementacion del algoritmo de Euclides para hallar el

Polinomios de entrada : f, ¢
Polinomio resultante del calculo del med: h = med(f,g)
h=f
$=9
(mientras el resto sea distinto de 0) WHILE s#0 DO
rem := remainder(h,s)
h=s
S=rem
RETURN h.

f=x3—-2x*+2x — 1
g=x*-1

from sage.rings.polynomial.polynomial import PolynomialRing

R = PolynomialRing(QQ, 'x')

f= R(XA3 - 2%2 + 2% - 1)
g=R(x"2-1)

def med_polynomials(f, g):
h=f

$=¢

while s 1= 0:

rem=h%s

h=s

S =rem

return h

h = mcd_polynomials(f, g)

print("MCD de fy g:", h)

maximo comun divisor
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Tal cddigo devuelve el polinomio x — 1, divisor de ambos polinomios. No obstante, este
procedimiento, descrito en la obra Escritos (300 A.C.) del mismo Euclides, no calcula el mcd de
polinomios con varias variables. Por ejemplo, tomando los polinomios xy y xz podemos observar
claramente que mcd (xy, xz) = x, sin embargo, sin importar que orden de términos se escoja, el
algoritmo al dividir xy entre xz da 0 de cociente, con resto de valor xy. Por consecuencia, ningun
polinomio se reduce respecto al otro y no existe un paso subsiguiente al cual aplicarle la segunda parte
del algoritmo de Euclides. Més adelante, en el presente trabajo se estudiara la relacion que guarda este
método de obtener polinomios generadores de un ideal con el algoritmo de Buchberger.

2.3.2 Eliminacion Gaussiana y otros métodos

Siguiendo con la aportacion de Gauss al algebra lineal en el ambito de la resolucion de sistemas,
cabe mencionar la eliminacion Gaussiana, un algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones que
permite ademés de la obtencion de la solucion, computar el determinante para extraer el rango de la
matriz de coeficientes. Consta de dos partes: la sustitucién o eliminacion hacia delante y la sustitucion
o eliminacion hacia atras (traduccion del inglés forward and backward elimination). Por una parte, en
la sustitucion hacia delante se eliminan las incognitas trabajando con las ecuaciones y conformando una
forma escalonada que nos permite estudiar la naturaleza de la solucion del sistema. Por otra parte, en la
sustitucion hacia atras se realiza un proceso de sustitucion sobre la matriz triangular superior reducida,
resultando en la solucién de la ecuacion. El proceso que sigue es simple: se escribe el sistema en forma
de matriz y se transforma en una matriz triangular superior operando con las filas de la matriz para
finalmente utilizar la sustitucion hacia atras dando con la solucion.

Dentro de la eliminacién Gaussiana destaca en importancia la factorizacion LU (de los términos en
inglés Lower & Upper). Este concepto juega un papel fundamental en la implementacion de la
eliminacién Gaussiana en el &mbito computacional moderno y consiste en reescribir la matriz A extraida
del sistema de ecuaciones en forma de un producto de dos matrices triangulares: una inferior y una
superior. Por ejemplo, sea A una matriz cuadrada que representa un sistema, la descomposicion LU seria
una descomposicién de la forma A = L - U teniendo en cuenta que la matriz L Gnicamente tendria
ceros en la parte superior de la diagonal y la matriz U por debajo de ella.

Dentro de los métodos, tanto directos como indirectos para computar los sistemas de ecuaciones
lineales, la eliminacion Gaussiana es un tipo de método directo para calcular variables desconocidas. El
ambito computacional, tanto cientifico como ingenieril, utiliza este tipo de ecuaciones con gran cantidad
de variables, incognitas o ecuaciones que necesitan ser resueltas con eficiencia y rapidez, siendo el
método de eliminacion uno de los primeros algoritmos en acercarse a estos requerimientos.

Ademas de los métodos directos utilizados para la resolucion de sistemas de ecuaciones, en el
ambito computacional también destacan los métodos iterativos que, para ciertos tipos de problemas,
también hacen uso de algoritmos para generar una secuencia de soluciones aproximadas. EI método de
Jacobi, por ejemplo, es un algoritmo de iteracion para determinar las soluciones de un sistema de
ecuaciones lineales estrictamente diagonal dominante. En este, se tiene en cuenta un nimero k de
iteraciones, y con cada una de ellas, se va aproximando el valor de la solucion del sistema hasta dar con
el valor adecuado.

2.4 Algoritmo de Buchberger e introduccion de las bases de Grébner

Una vez introducido el concepto de los algoritmos encargados de computar la solucion de un sistema
de ecuaciones de cara a enfocar el trabajo hacia las bases de Grobner, es esencial explicar el papel que
tuvo el matematico Bruno Buchberger en el desarrollo de estas bases. Bruno Buchberger era alumno de
Wolfgang Grobner, matematico computacional que trabajaba en la universidad de Innsbruck y que
dedic6 su estudio y obra a conceptos algebraicos como los 6rdenes monomiales, los anillos zero
dimensionales, ideales irreducibles, bases minimales. En el afio 1965, Buchberger publicd una de sus
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mas destacadas disertaciones en la universidad de Innsbruck en Austria. A pesar de la importancia que
se le concede a esta obra a dia hoy en dia hoy, no tuvo gran repercusion en el momento de su publicacion.
No obstante, Buchberger habia resuelto completamente el problema propuesto por su profesor Wolfgang
Grobner (1899-1980): hallar un algoritmo para encontrar los elementos generadores de un ideal
polinomial respecto a un orden monomial. A estos elementos generadores los acufié con el nombre de
Bases de Grobner, como tributo a su mentor. Este algoritmo presentado en la tesis de Buchberger se ha
desarrollado hoy en dia para ideales de cualquier dimension. Ademas de dar a conocer los elementos
principales que componen estas bases (explicados a partir del apartado 3 del presente trabajo), como por
ejemplo los ideales de términos principales (LT — de la traduccion al inglés de leading term), las
propiedades elementales de un anillo de polinomios o la pertenencia a un ideal; con la tesis aparecieron
las primeras aplicaciones en la geometria algebraica (computar bases de Hilbert o solucionar sistemas
de ecuaciones complejos).

El periodo de 1965 a 1975 aparentemente fue un periodo pobre para las bases de Grobner debido a
la falta de interés en sus resultados. El periodo de mayor atencion en cuanto al estudio de estas bases
comenz6 en el afio 1975, cuando Buchberger fue conocedor de una propuesta llevada a cabo por
matematicos influyentes de la época en la que se proponia afadir a la lista de problemas matematicos
mas controvertidos: comprobar la resolubilidad de un sistema de ecuaciones. Fue entonces cuando Bruno
Buchberger menciono tener un algoritmo capaz de resolver dicho problema incluso aplicable a otros
ambitos del algebra computacional. Una vez tenido en cuenta el algoritmo en el entorno matematico de
finales de siglo, el trabajo posterior sobre las bases, realizado por el propio Buchberger y por otros
autores, ha afiadido de manera significativa generalizaciones del método y nuevas aplicaciones de la
solucion algoritmica de varios problemas fundamentales de la geometria algebraica (la teoria de los
ideales de polinomios, el algebra conmutativa o problemas de complejidad), mediante diversas
conferencias llevadas a cabo en centros como el RISC (Research Institute for Symbolic Computation)
en Linz, fundado por el mismo Buchberger, o el RICAM (Random Institute for Computational and
Applied Mathematics) que reunid a cada vez mas expertos en la materia.

Antes de entrar en detalle en cuanto al desarrollo de las bases, veamos el funcionamiento del
algoritmo de manera sencilla mediante SageMath. Se pretende hallar el polinomio generador del ideal:
< x%y — 1, xy?—1>.

R.<x, y> = PolynomialRing(QQ, ['x', 'y'])

| = Ideal(x"2*y - 1, x*y"2 - 1)

G = l.groebner_basis()

print(G)

Figura 2-3 Cddigo en la plataforma SageMath de implementacion del algoritmo de Buchberger para hallar la
base de Grébner de un ideal
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3 DESARROLLO DEL TFG

3.1 Preliminares

Antes de comenzar a desarrollarse los conceptos preliminares a las bases de Grobner, se indicaran
y definirdn mediante la siguiente tabla los simbolos correspondientes al lenguaje matematico utilizados
de manera mas frecuente en el presente trabajo con tal de facilitar su lectura y comprension.

Aparece por

Simbolo Significado primera vez
(pagina)
= Implicacion (entonces, por tanto) 20
\4 Cuantificador (para todos) 20
€ Pertenencia 20
c Subconjunto de 21
0/ Tal que 21
| Divisibilidad 22
S Doble implicacion (si y solo si) 23
>, < Mayor que, menor que (orden monomial) 24
\ Diferencia de conjuntos (sin) 28
3 Cuantificador existencial (existe...) 30
a1 Cuantificador existencial con marca de unicidad (existe un 32
unico...)

Tabla 1. Simbolos del lenguaje matematico utilizados en el trabajo
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3.1.1 Polinomios

Para tratar de enlazar el algebra con la geometria, desarrollaremos el concepto de los polinomios
sobre un cuerpo. A pesar del conocimiento general sobre el concepto de polinomio, el término cuerpo
puede resultar poco familiar. La intuicidn basica indica que un cuerpo es un conjunto en el cual se pueden
definir suma, resta, multiplicacion y division con sus propiedades comunes. La razén por la que estos
cuerpos son tan importantes en el algebra lineal es que esta trabaja sobre cualquiera. Los mas comunes
utilizados son [2]:

e Los nuameros racionales Q: aquellos que pueden ser representados como el cociente de dos
nameros enteros.

e Los numeros reales R: cuerpo sobre el cual se dibujan todas las curvas y superficies. Esta
formado por la totalidad de nimeros naturales, enteros, racionales e irracionales.

e Los niimeros complejos C: aquellos formados por la combinacion lineal de nimeros reales
e imaginarios.

Los polinomios son un concepto clave para el estudio de las bases de Grébner, y aunque estos sean
ampliamente conocidos, es necesario tener en cuenta varias definiciones en lo relacionado con el uso de
varias variables.

Definicion 1.1 [3] Un monomio en x4, ....,x, €sun producto del tipo:

An

ala az e
X, X"

en el que x4, x5, ..., x, representan diferentes variables (X, y, z son las mas comunmente utilizadas) y
aq, Ay, ..., Ay SON enteros positivos. El grado total del monomio viene dado por la suma a; + a, +
ot .

Definicion 1.2 [3] Un polinomio f en x4, ....,x, con coeficientes en un cuerpo k es la finita
combinacion linear de monomios con sus coeficientes en k, siendo k un cuerpo cualquiera. Se puede
escribir cualquier polinomio f en la forma:

f=Yaas-x% ag €k, x*=x;" .. x)"
donde el sumatorio se realiza sobre n-tuplas @ = («y, ..., @,). El conjunto de todas las combinaciones
lineales de monomios (polinomios) en las variables x4, ....,x, Se denomina k [xy, ....,x,]. A pesar
de la aparente complejidad de las expresiones que contienen varias variables (xy, ....,x,) se suele

prescindir de los subindices, y se utiliza como bien se menciona en la Definicion 1, las variables X, y, z
de modo que los polinomios con una, dos y tres variables se escribiran k[x], k [x,y]y k [x,y,z]
respectivamente.

Ejemplo 1.1 [3] El polinomio f = 2xy?z + x%z — %y“ es un polinomio en Q[x, y, z].
Definicion 1.3 [3] Véase f = Y4 a, - x% un polinomio en k [x;, ..., Xy].

1. Sedenomina a a,, el coeficiente del monomio x?.

2. Sia, #0 - a,-x*esuntérmino de f.

3. El grado total de f # 0 expresado como gr(f), es el maximo |a| V a, # 0.

4. El término no nulo de mayor grado se llama término lider, LT en adelante (del inglés
leading term). Este concepto se ampliara en el apartado 3.2.1.

5. Un polinomio de grado n > 1 del tipo a,x™ + a,_;x™ ! + --- + a, es moénico si a,, = 1, es
decir, si el coeficiente del término lider es 1. Ejemplo: x3 + 3y? — 2x2.

Ejemplo 1.2 [3] El grado total del polinomio f = 2xy?z + x%z — gy‘* es gr (f) = 4, debido a que
el max|a| = 4 (correspondiente al primer y Gltimo término de los tres monomios que conforman f).
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3.1.2 Anillos

Un anillo de polinomios se puede definir de manera sencilla como un conjunto en el que se puede
realizar la suma y multiplicacion con las propiedades habituales de estas operaciones (con la excepcion
de que la multiplicacion no tiene por qué ser conmutativa).

Definicion 2.1 [4] Un anillo A, es un conjunto dotado con dos operaciones cerradas (suma (+) y
multiplicacion (-)) de modo que se verifican las siguientes propiedades:

1. Aesun grupo abeliano (conmutativo) con respecto a la suma (+).
2. Lamultiplicacion () es una operacion asociativa en A.

3. Se cumplen la propiedad distributiva por la izquierda (a + b) -c = (a-c) + (b - c) y por la
derechac - (a+b) = (c-a) + (c - b).

4. Se dice que un anillo conmutativo es un dominio de integridad si es un anillo conmutativo
(A, +,)ysiademds a-b=0=a=00b =0 para cualquier par de elementos a, b, es
decir, cuando carece de elementos divisores de 0. [5]

Si, ademas, la multiplicacion () es conmutativa, se dice que A es un anillo conmutativo. Cabe
destacar, que el hecho de que las operaciones se consideren cerradas implica que al realizarlas el
resultado siempre pertenecera al anillo A. A su vez, si el anillo posee un elemento neutro en la
multiplicacion (1, en este caso) se trata de un anillo con unidad.

Teorema 2.1 [6] Para cualquier anillo conmutativo A, y dos polinomios cualesquiera f y g € A[X]
se verifica que:

1. ElI grado de la expresion gr (f +g) < max (gr (f),gr (g)), asi como también
gr (f-9) < gr (f) + gr (9).

2. Si, ademas, A es un dominio de integridad se verifica lo siguiente:

gr (f-g) =gr (f) + gr (@.
3.1.3 Generadores e ideales

En un conjunto de elementos definidos por una operacién binaria, en este caso la suma y la
multiplicacién, un ideal es un subconjunto cerrado bajo esta operacion binaria, es decir, la suma o la
multiplicacién de dos elementos del conjunto produce un elemento resultante que también se encuentra
en el conjunto. Si aplicamos esta definicion general al ambito de los anillos de polinomios, la definicion
de ideal corresponderia a la siguiente:

Definicion 3.1 [2] Un subconjunto | € k[x;, ..., x,,] €s un ideal si cumple lo siguiente:

1. 0€ 1, esdecir, si0 pertenece al ideal.

2. Si existen dos polinomios fy g el — f + g € I. Esta propiedad se denomina ser cerrado
para la suma.

3. Sife [y existe unaexpresion h € k[x, ..., x,], entonces h- f € I.
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Los anillos de polinomios también contienen en ellos ideales y, como cualquier anillo del tipo
k[xy, ..., x,], tiene los ideales triviales: el ideal 0 y el anillo k[x, ..., x,] en si mismo. Los ideales mas
comunes con los que se trabajaré en el presente trabajo estan generados por un grupo de polinomios.

Ejemplo 3.1 [7] Considerando el anillo C[x] y un polinomio f € C[x], el conjunto de polinomios
generados por f como (f), denotaremos el conjunto:

(fy=1h-f:h € C[x]}

Dicha expresion implica que el ideal generado por f contiene todas las expresiones obtenidas de
multiplicar f por una expresion arbitraria h que también pertenece al conjunto de polinomios en la
variable x con coeficientes que pertenecen al conjunto C. Por ejemplo, si f = x? + 3x — 2, entonces el
grupo de polinomios generado por f sera:

(fy=(x?+3x—2)={h- (x> +3x—2):h € C[x]}

Representando en este caso la totalidad de multiplos de f. Otro ejemplo, tomando f = x — 1, el grupo
de polinomios generados por f sera:

(fy=(x—1)={h- (x—1):h € C[x]}
Teorema 3.1 [7] Si k es un cuerpo, entonces cualquier ideal I < k[x] puede ser escrito como
(fIVf €klx].

Demostracion: [7] Asumiendo que I < k[x] es un ideal distinto de cero, elegimos un elemento f €
I tal que ese f es el elemento de menor grado de todos los elementos que forman el ideal. Utilizando el
algoritmo de la division (desarrollado mas a fondo en el apartado 3.2.2) podemos escribir cualquier
elemento del ideal, g € I como:

g=q-f+r
siendo q y r el cociente y el resto de la division respectivamente. En el caso de que un ideal I € k[x]
esté generado por mas de un polinomio, I = (f;, ..., fs) la manera mas sencilla de encontrar una f Gnica

de manera que (f) = (f1, ..., f5), €s decir, un polinomio generador del ideal es utilizando el maximo
comun divisor (mcd). m

Definicion 3.2 [3] Un polinomio h € k[x] es el maximo comudn divisor de los polinomios f,g €
k[x] cuando:

1. h|f y hlg, es decir, fy g son ambos divisibles por h.
2. Sip esotro polinomio tal que p|f y p|g, entonces p|h.

Cuando h cumple estas dos condiciones entonces h = mcd(f, g). Esta definicion es idéntica a la
desarrollada en el apartado 2.3.1 del presente proyecto, aunque mediante la siguiente proposicion se
estudiaran mas a fondo sus propiedades en el &mbito de los anillos y se relacionaran con los ideales de
polinomios.

Proposicion 3.1 [3] Con f,g € k[x], entonces:

1. El'mecd (f, g) existe y es unico.
2. Elalgoritmo de Euclides permite el calculo directo de estos mcd (Figura 2-2).

3. Sih € kl[x]yh =mcd (f,g) = (f,g) = (h) = (mcd(f, 9))-

Ejemplo 3.2 [3] Supongamos unideal I = (f, f>) € R[x] enelque f; = x3 —2x2 +x -2y f, =
x® — 2x* — 10. Tratando de simplificar ambos polinomios los podemos escribir de la forma:

fimxd 26 4 x 2= (- D0 + 1)
f2:x5_2x4_1():(x—2)(x4+5)
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Se observa que mcd (f, g) = x — 2, por tanto, el ideal I = (f;, f>) puede ser generado por el simple
polinomio x — 2. Ademas, estas propiedades del maximo comun divisor se pueden extender y aplicar a
ideales generados por méas de dos polinomios.

Definicion 3.3 [2] Un polinomio h € k[x], es considerado el maximo comdn divisor del conjunto
de polinomios S = {f;, ..., fs} € k[x] cuando:

1. h|fVf €S.
2. Sipesotro polinomio tal que p|f V f € S = p|h.

Si h satisface dichas condiciones: h = (mcd(fy, ..., f5))-

Este maximo comun divisor de varios polinomios cumple, ademas, las mismas propiedades que las
definidas para el maximo comun divisor de dos polinomios (Proposicién 3.1).

Ejemplo 3.3 [2] Se considera un ideal I = (x3 — 3x + 2,x* — 1,x® — 1) € k[x].

En primer lugar, se sabe por las definiciones vistas anteriormente que el med (x® — 3x + 2, x* —
1,x® — 1) es un generador del ideal. Por tanto, se calcula en primer lugar este maximo comun divisor,
en este caso se utilizara SageMath para ello:

R.<x>=QQ]

polinomio? = x"3 - 3*x + 2
polinomio2 = x4 - 1

polinomio3 = x"6 - 1

def euclides_mcd(a, b):
while b:
ab=ba%b
return a
mcd_1_2 = euclides_mcd(polinomio1, polinomio2)

mcd_tres_polinomios = euclides_mcd(mcd_1_2, polinomio3)

print("El MCD de los tres polinomios es:", mcd_tres_polinomios))

Figura 3-1. Calculo del maximo comun divisor con SageMath para el ejemplo 3.3.

Al implementar el codigo de la Figura 3-1, la plataforma devuelve el valor x — 1, por tanto,
(x3 —3x +2,x* —1,x% — 1) = (x — 1). Se demuestra mediante el presente ejemplo la presencia de un
algoritmo para calcular el generador de cualquier (f;, ..., f;). El primer paso consta en encontrar ese
generador h de (fy, ..., fs). Luego, el hecho de que f € (f1, ..., fs) implicard que f € (h), y Unicamente
necesitaremos del algoritmo de la division para demostrar que f = gh + r, donde gr (r) < gr (h). De
esta manera f € (h) & r = 0. Siguiendo con el ejemplo, se tratard de demostrar si x3 + 4x2 + 3x —
7 € (x3—=3x+2,x*—1,x°—1).

Se ha demostrado anteriormente que x — 1 es generador del ideal, por tanto, se puede replantear la
cuestion de manera que se tratara de demostrar si x® + 4x2 + 3x — 7 € (x — 1). Tomando la expresion
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f=qh+rdonde f = x>+ 4x?+3x — 7,y h = x — 1, obtenemos un cociente ¢ = x> + 5x + 8y un
resto de 1, por lo que x3 + 4x? + 3x — 7 no pertenece al ideal. A partir del apartado 3.2 se utilizara un
procedimiento similar para encontrar el generador (base de Grobner) del ideal y se utilizara el algoritmo
generalizado de la division para determinar si un polinomio pertenece o no a un ideal.

3.2 Bases de Grobner

Mediante el uso de las bases de Grébner a la hora de optimizar el proceso de encontrar un ideal
generador, se pueden resolver cuestiones relativas a propiedades de estos ideales. Por ejemplo, nos
permite demostrar que todo ideal tiene una base finita (Bases de Hilbert), nos permite resolver de manera
rapida si un polinomio pertenece a un ideal o, como se viene desarrollando a lo largo del trabajo, se
puede utilizar a la hora de optimizar la resolucion de sistemas de ecuaciones complejos.

3.2.1 Ordenes monomiales

Cuando se trabaja con anillos de polinomios en una sola variable, la ordenacién de dichos
polinomios se realiza de manera sencilla y depende directamente del grado del término. Ademas, el
concepto de LT (leading term) es importante de cara a desarrollar el algoritmo de la division (apartado
3.2.2), es por ello por lo que se requiere definir también cual es el LT en los casos en el que se trabaja
con varias variables, por ejemplo, ;cémo se ordenarian los monomios en orden ascendente en la
expresion 4x3y?z2 — 13x°y? — 2x3z2 + 5y* + 32z°? ;Cuél seriasu LT? [3]. Instintivamente, se tiende
a pensar que el término mayor sera aquel cuya suma de grados sea mayor, pero observando la expresién
planteada, los dos primeros monomios suman un grado de 7. La suma de grados no es suficiente a la
hora de trabajar en k[x, ..., x,, ], €s por ello por lo que se debe establecer un criterio a la hora de ordenar
estos monomios. Este criterio se trata del orden monomial. Se utilizara el simbolo > para indicar orden,
por ejemplo x > y. Cuando se comparan monomios de manera individual se utiliza la letra griega «,
para hacer referencia a los exponentes a los que son elevadas las variables. Estos exponentes deben ser
nameros enteros mayores que 0, es decir a = (a4, ..., a,) € ZZ,. Teniendo en cuenta esta notacion, un
monomio se escribird x% = x;%%, ..., x,“" € k[xq, ..., x,].

Definicion 3.2.1 [2] Un orden monomial > en k[x;, ..., x,] es una relacion > establecida para un
conjunto de monomios x% = x;%! - ... x,%" con a € ZZ,. En él se cumple:

1. > esun orden total. Esto implica que Unicamente se puede dar tres casos:
x% < xB,x* = xP 0 xF < x“.
2. Sisedaelcasoa > =>a+y>p+y, Va,B,y € ZL,.

Definicion 3.2.2 [2] Sea f = Y.4 agx® un polinomio en k[x;, ..., x,,] y fijAndose un orden >:

1. El grado de f es: gr(f) =max (a € Z%,: a, # 0). Esto es, el grado del polinomio
correspondera al mayor exponente cuyo coeficiente sea distinto de 0.

2. Elcoeficiente lider de fes: LC(f) = agr(s) € k, es decir, el coeficiente que acompania al término

elevado al mayor exponente.

El monomio lider sera: LM(f) = x9¢8 (") € k.,

El término lider, mencionado por primera vez en el apartado 2.4, seréa el resultado de multiplicar

el monomio lider por el coeficiente lider: LT (f) = LC(f) - LM(f).

Ejemplo 3.4 [3] Segln lo visto en la definicion anterior y dado el polinomio f = 4x3 + 4x2 +
3x—17:

Hw

1. gr(f) =3
2. LC(f) = 4
3. LM(f) = x3
4. LT(f) = 4x3
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Dentro de las diferentes maneras existentes a la hora de ordenar polinomios, cuando el nimero de
variables es mayor que uno, el mas utilizado es el orden lexicogréfico (lex), que ordena las variables en
orden alfabético. En k[x, ..., x,] el orden lexicografico asume que x; > x, > - > x, yque x; < x? <
-+, por tanto, juntando ambos 6rdenes paran = 2 se consideraria 1 < x, < x; < x2 < x; - x, < x% <
x5 <x;-x2<-- Esto se debe a que el vector a = (ay,...,a,) € Z% en, por ejemplo, xZes
(2,0), mientras que en x;x, es (1,1). Aunque la suma de los componentes sea la misma, se compara
primero la entrada situada mas a la izquierda del vector y se toma la mayor, en este caso 2 > 1,y, por
tanto, x, - x, < x#. En la mayoria de los casos practicos y en los que se trataran en el presente trabajo
se utilizaran dos o tres variables, en k[x, y, z] en lugar de k[x;, x5, x3], asumiéndose segun este orden
x >y > z. Procedemos a obtener ahora los valores mostrados en el ejemplo 3.4 pero esta vez
considerando el polinomio y siguiendo el orden lexicografico:

(3.2.1) g =2x%y?z* = 13x°y® = 2x%2* + 5y* + 32°

Los dos elementos a comparar en el polinomio (3.2.1) son 2 x3y2z2? y 13x5y?, ambos de grado 7.
El orden lexicografico nos permite ordenar estos dos polinomios de manera que x°y? > x3y2z2 ya que
en la x tiene mas peso respecto de las otras variables x > y > z. De esta manera:

5 gr(g)=7

6. LC(g) =—-13

7. LM(g) = x5y?

8. LT(g) = —13x°y?

En la plataforma de SageMath existe el modo de ordenar lexicograficamente un polinomio mediante

el comando ‘order=lex’ como queda mostrado en la Figura 3-2 ordenando el mismo polinomio que el
utilizado en el Ejemplo 3.3.

from sage.rings.polynomial.polynomial_ring_constructor import PolynomialRin

R.<x, y, z> = PolynomialRing(QQ, ['X, 'y', 'z'], order="lex')

g = 23y 22 -13*XND*YA2 - XML 2+5 Y M + 3775

g_lex=R(g)

leading_term = g.It()

print("Polinomio original:", g)

print("Polinomio ordenado lexicograficamente:", polinomio_ordenado)

print("Término lider del polinomio ordenado:", leading_term)

Figura 3-2. Polinomio ordenado lexicograficamente mediante cddigo en SageMath
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Este codigo imprime en pantalla los valores:

- Polinomio original: 2 x3y?z2 — 13x°y? — 2x3z2 + 5y* + 3z°.
- Polinomio ordenado lexicograficamente: —13x°y? — 2 x3y2z% — 2x32z% + 5y* + 32°.
- Término lider del polinomio ordenado: —13x°y?2.

También cabe mencionar la diferencia del orden lexicografico con el orden lexicografico graduado.
En este ultimo, tienen mayor valor aquellos monomios que, con el mismo grado total, tienen mas
variables, es decir xy > x2 (en orden lexicogréfico obtendria mayor peso la x y, por tanto, xy < x2).
En este caso, los vectores a serian (1,1) para xy y (2,0) para la x. En el orden lexicografico inverso,
por el contrario, se compara en primer lugar la entrada de la derecha, en este caso 1 > 0 por tanto xy >

x2.

3.2.2 Algoritmo de la divisién

En el apartado 3.1.3 se desarroll6 como el algoritmo de la division podia ser utilizado para resolver
cuestiones de pertenencia a un ideal con polinomios en una variable. Para abordar este problema cuando
hay mas de una variable, en este apartado se tratara el algoritmo para polinomios en k[xy, ..., x,]. En los
casos a tratar, se dividird un polinomio f € k[xy, ..., x,] entre fi, ..., fs € k[xq, ..., x,]. ESto conlleva
expresar el polinomio f de la forma: f = q,f; + -+ + qsf; + r, siendo las g los cocientes y r el resto de
la propia divisién. La idea basica del algoritmo es la de cancelar el LT de f (establecido tras fijar un
orden monomial) multiplicandolo por un divisor f; y restando. Para entender de manera mas eficiente el
funcionamiento del algoritmo de la divisién, se introducirdn varios ejemplos antes de establecer la
definicion general.

Ejemplo 3.5 [2] Se divide f =xy?+ 1 entre f; =xy+ 1y f, =y + 1 utilizando el orden
monomial lexicografico (x > y). Para realizar la division se seguira el siguiente esquema:

q::
qz:

[ f

En primer lugar, antes de proceder a obtener los cocientes de la division, se deben identificar los
términos lideres de los tres polinomios que intervienen:

LT(f) = xy?
LT(f)) = xy
LT(f2) =y

De esta manera, se procede de forma similar a la division de enteros usual, multiplicamos por un
factor (cociente) de manera que el divisor se aproxime lo maximo posible al dividendo, sin pasarse, por
ejemplo, el primer cociente del ejemplo en cuestion seria y.
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q1: Y
qz:
xy+1

xy?+1
y+1 xy*+y

0—y+1

Una vez, establecido el primer cociente, se repite el proceso con —y + 1. Para esta operacion se
dividird entre f, yaque LT (—y + 1) = —y no es divisible entre LT (f;) = xy:

q.: Yy
qz:—1
xy+1
y+1 xy?+1
xy?+y
0—-y+1
0—y—-1
2

Llegados a este punto, ninguno el nimero 2 no es divisible entre ninguno de los dos divisores
planteados en el ejercicio, por tanto, el resto sera igual a 2. Escribiremos el polinomio f de la forma:

f=xy’+1=y - (xy+ 1)+ (-1 -(y+1)+2

Realizando la division en los casos en los que existe mas de una variable, tras realizar la primera
operacion y obtener el primer cociente, es posible que el término lider polinomio que resulte de la resta
f — q.f1 no sea divisible entre ninguno de los términos lideres de f; y f,. En estos casos, el término
lider del polinomio resultante de la resta pasara a formar parte del resto, dando lugar asi a un nuevo
término lider. Este paso se realizara tantas veces como sea necesario para obtener un LT que permita
continuar dividiendo.

Teorema 3.2.2 [2] Dados una S-tupla de polinomios F = (fi, ..., f;) € k[x4, ..., x,] bajo un orden
monomial lexicogréfico, cualquier polinomio f € k[xy, ..., x,,] se puede escribir de la forma:

(32.2) f=afit+af+r

donde q;,r € k[x4,...,x,]. En cuanto al resto r, debera resultar de una combinacion lineal de
coeficientes en k o monomios de los cuales ninguno es divisible por cualquier
LT(f,), ..., LT(f;). Cualquier resultado que difiera de este caso, significaria que la division no se ha
realizado correctamente.
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Del mismo modo que ocurria al trabajar con una variable, podemos determinar si un polinomio f es
un elemento de un ideal I = (f, ..., f;) dividiendo f entre (f;, ..., fs). Si el resto de la division es igual a
0, se puede concluir que el polinomio f pertenece al ideal.

Ejemplo 3.6 [3] Se da polinomio f = xy? — x y un ideal generado por I =(xy —1,y?—1)y
asumiendo un orden lexicografico. El resultado de dividir f entre F = (f;, f2) = (xy — 1,y?> — 1) es el
siguiente:

f=y - (xy—1D4+0-(*=1)+(—x+y)

VVemos que el resto es igual a —x + y por lo que, esta division no es suficiente para demostrar que
f pertenece al ideal. Se debe tener en cuenta que cambiar el orden monomial puede cambiar el resultado
de la division. Esta misma division asumiendo el orden lexicografico inverso (x < y) afirmaria la
pertenencia de f al ideal. En este caso, F = (fi, f>) = (y? — 1,xy — 1) y el resultado de la division seria
f=x-(?*—1)4+0-(xy—1)+ 0y f perteneceria, por tanto, al ideal.

El ejemplo 3.6 muestra de manera clara como el algoritmo de la division puede resultar confuso a
la hora de estudiar el problema de pertenencia a un ideal. Para afirmar con seguridad que un polinomio
pertenece a un ideal, se deberia repetir la division varias veces utilizando diferentes érdenes monomiales.
Un sistema algebraico computacional podria ayudar a la hora de agilizar este proceso, no obstante, son
las bases de Grobner las que tratan el problema de finitud en cuanto a la pertenencia a un ideal.

3.2.3 ldeales monomiales y el lema de Dickson

Dentro del ambito de los ideales monomiales, el lema de Dickson resulta una herramienta
fundamental para demostrar la existencia de finitos generadores de un ideal, asi como una condicion
crucial para generar la existencia de las bases de Hilbert (apartado 3.2.4). Comenzaremos definiendo un
ideal monomial:

Definicion 3.2.3 [2] Un ideal monomial es un ideal I S k[x, ..., x,] Si existe un subconjunto
Ilamado A € ZZ, tal que | abarca todos los polinomios cuya forma derivade lasuma ), ,e4 hy - X% , hy €
k[x4, ..., x,]. En ese caso, este ideal se escribiria I = (x*|a € A).

A grandes rasgos, un ideal monomial no deja de ser un ideal cuyo sistema de generadores esta
conformado por monomios. Un ejemplo de un ideal monomial vendria dado por I = (x3y, x3y*, xy) <
k[x,y]. Una vez desarrollado este concepto podemos introducir el lema de Dickson.

Teorema 3.2.3 [2] Un ideal monomial I = (x*|a € A) S k[x4,...,x,] Se puede escribir I =
(x*D), .., x*®)) donde @ € A. En concreto, el ideal | tiene una base finita.

Demostracioén [2] Si n = 1 (siendo n en este caso el nimero de variables) entonces | es generado
por monomios del tipo x“siendo @ € A S ZZ, (exponente perteneciente al subconjunto A dentro del
cuerpo de los numeros enteros positivos). Tomemos ahora f como el elemento mas pequefio de A <

%y, lo que implicaque 8 < a V @ € A de manera que todos los generadores de x* seran divisibles por
x5 de lo que se deduce que I = (x¥).

Enel casoequen > 1y el teorema se cumpla paran — 1, escribiremos las variables de la siguiente
manera: xy, ..., X,_1, ¥ de modo que los monomios en k[xy, ..., x,_1,y] se pueden escribir como x*y™ :
a = (ay,.,an_1) € Zl5* y m € Zs,. Supongamos que I S k[xy, ..., x,_1,¥] €s un ideal monomial.
Para encontrar los generadores de I, se da un ideal J en k[x, ..., x,,_1] generado por los monomios x%
para los que x*y™ € I. Si, entonces, J es un ideal monomial significa que un nimero determinado y
finito de monomios x* generan J (J = (x*M), ..., x*®))), entendiéndose el ideal J como una proyeccion
de I en k[xy, ..., x,_1]. Ahora, para cada generador x*® de J identificamos el mayor exponente m tal
que x*@y™m® € ] entonces, para cada £:0 < £ < m — 1 consideramos el ideal J, S [xq, ..., X,_1]
generado por los monomios x# tales que x#y* € I. ], se considera una “porcién’ de | generado por
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monomios que contienen la variable y elevada a la £ potencia. Aplicando l6gica inductiva J, tendra un
conjunto de monomios generadores finitos del tipo J, = (x®*@), .., x*6Dy). g

Ejemplo 3.7 [2] Consideremos el ideal (x*y?, x3y* x2y5). En este caso, la proyeccion | = (x?)
(x2divide a todos los monomios en k[x]). Por otra parte, vemos que el maximo exponente que eleva la
variable y es 5 por tanto, m = 5. De este modo las ‘porciones’ J, generadas por los monomios que
contienen y“comprenderan 0 < £ < 4 = m — 1 de estamanerapara® =0y £ = 1, ], = J;, = {0}. Para
los casos en los que aparece la variable y elevada a exponentes mayores que 1, obtenemos J, = J; =
(x*)y para J, = (x3), por tanto, el ideal | estard generado por I = (x*y?, x3y* x*y3,x2y°>).

El lema de Dickson ofrece una solucion al problema finitud en cuanto a los generadores de un ideal
monomial, ofreciendo también un método alternativo para resolver el problema de pertenencia a un ideal
monomial.

3.2.4 Teorema de las Bases de Hilbert y Bases de Grobner

Tras haber alcanzado la condicion fundamental de finitud de los conjuntos de monomios
generadores, el Teorema de las Bases de Hilbert ofrecerd un enfoque mas sistematico y afianzado a la
hora de estructurar estos conjuntos. Estas bases ofrecen una representacion de un conjunto de
polinomios, utilizando un orden monomial especifico, que proporcionan un cimiento sélido sobre el que
posteriormente desarrollar el calculo de las bases de Grébner.

En el presente documento se ha visto mediante el algoritmo de la divisién (apartado 3.2.2) el
importante papel llevado a cabo por los términos lideres. Dentro del &mbito de los ideales, existe también
el concepto de ideal de términos lideres de un ideal. Dado un ideal I = (f}, ..., f;) = (LT(I)) seria el
ideal generado por los elementos de LT (I), teniendo en cuenta que (LT (f,), ..., LT(f;)) # (LT(I)), se
puede afirmar que LT (f;) € LT(I) < (LT (I)). Veamoslo mediante un ejemplo:

Ejemplo 3.8 [2] Dado un ideal I = (x3 — 2xy,x%?y — 2y? + x), siendo f; =x3—2xy y f, =
x2y — 2y? + x, y un orden lexicografico graduado (visto al final del apartado 3.2.1) en los monomios
k = [x,y] se cumple que:

x-(x2y—2y2+x)—y- (x3—2xy) =x%: x%el
Por tanto, x? = LT (x?) € (LT(I)). No obstante, x2 no es divisible ni por LT (f;) = x3, ni por LT(f,) =
x2y, portanto x2 & (LT(f,), LT (f2))-

Proposicion 3.2.4 [3] Seaunideal I € k[x4, ..., x,]:

1. (LT(I)) es un ideal monomial.

3. Denominamos G = {g;, ..., g:} a los generadores del ideal, de manera que (G) = (g1, ..., gt) =

Demostracién [2] Los monomios lideres LM (g) de elementos g € I generan el ideal monomial
(LM(g)| g €1). Debido a que LM(g)y LT(g) difieren de una constante distinta de 0, este ideal
equivale (LM(g)| g € I) = (LT(I)), por tanto, (LT (1)) es un ideal monomial.

Ademas, si (LT (I)) estd generado por los monomios LM(g) para g € I, el lema de Dickson nos
confirma que (LT (1)) = (LT (g4), ..., LT (g;)) esté generado por finitos g, ..., g;- m

Con todo lo desarrollado anteriormente, y aplicando el algoritmo de la division podemos probar la
existencia de un conjunto finito de generadores para todo ideal polinomial.

Teorema 3.2.4 (Teorema de las Bases de Hilbert) [3] Todo ideal I < k[x4,...,x,] tiene un
conjunto finito de generadores. Es decir, I = (G) paraalgin G = {g4, ..., g:} € I.
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Demostracion Si tomamos el ideal I = {0}, nuestro conjunto generador es {0}, claramente, finito.
Si nuestro ideal | contiene polinomios distintos de 0, entonces un conjunto generador del tipo g4, ..., g¢
para el ideal | se podré construir como se indica a continuacion.

El ideal de polinomios distinto de 0 I tiene un ideal formado por sus términos principales
(LT(D)),que habrd sido generado por un conjunto del tipo gy,..,9: €1 = (LT())=
(LT(g1), -, LT(g¢)) = I =(g1, ---,g¢)- Es decir, el ideal formado por los LT de los generadores
pertenece al ideal formado por los LT del ideal. Esto implica, que cualquier polinomio f perteneciente
al ideal I al ser dividido por el conjunto de generadores g4, ..., g, resultara expresion similar a la (3.2.2),
es decir, una combinacién lineal de estos generadores:

f=qg:1++qg9c+r
Como los g4, ..., g; son generadores del ideal, el resto debera ser necesariamente r = 0. Eliminando la
r la expresion anterior queda:
f=aq191++4:9c €91 -, 9¢)

Se observa en la expresion que f se puede escribir como combinacion lineal de dichos generadores, que,
a su vez, como se desarrolla en el teorema 3.2.4, pertenecen al ideal, quedando asi demostrado que I <

(g1, -r Gt)- O

Mas alld de quedar resueltos los problemas de pertenencia y finitud de un ideal, estas bases
generadoras {g4, ..., g} tienen la propiedad especial de (LT (1)) = (LT (g,), ..., LT (g;)), nombrandolas
segun la definicion 3.2.4.

Definicion 3.2.4 (Bases de Grobner) [2] Establecido un orden monomial en un anillo de
polinomios k[x, ..., x,], un subconjunto finito G = {g4,...,g:} de un ideal I € k[xq,..,x,] se
denomina base de Grdébner o base estandar si:

(3.24) (LT(g1), -, LT(g0)) = (LT (D).

Este conjunto {g,, ..., g¢} < I sera base de Grobner si y solo si el LT de cualquier término del ideal I es
divisible por uno de los LT (g;).

Ejemplo 3.9 [3] Sea unideal I < C[x, y] el ideal generado por I = (f;, f,), donde f; = x?y — 1
y f» = xy? — x y utilizando el orden lexicografico; el objetivo es determinar si F = {f;, f>} son bases
de Grébner del ideal 1. Como se menciona en la definicion 3.2.4, F sera base de Grébner si el LT de
cualquier elemento de | es divisible por el LT de al menos uno de los polinomios en la base. Por
definicion, teniendo en cuenta la expresion 3.2.4:

(LT(f1) , LT (f2)) = (LT (D))
Ademas, cualquier elemento perteneciente al ideal | se puede escribir de la forma:
(fufz2d ={hi-fi+hy - f2: hy € Clx,y]}
Considerando un polinomio cualquiera x2 — y, pertenece al ideal porque cumple:
Y+ (0 =yPy =D+ (0 y? —x) = (Py? —y) + (=x*y* + x*) =x* —y
No obstante, el LT (x? —y) = x2 no es divisible ni por x2y, ni por xy?2, que son los términos lideres de

fi1 Y f> respectivamente, por lo que F no es base de Grobner del ideal. Este mismo caso se puede
comprobar de manera automatica utilizando la funcion ‘groebner basis()’ en la plataforma Sagemath
utilizando el siguiente cddigo con los polinomios indicados en el ejemplo. La funcién groebner_basis()
no sélo es capaz de comprobar si F es 0 no base de Grébner, sino que ademas puede calcularlas:
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R.<x, y> = PolynomialRing(QQ, ['x', 'y'], order="lex")

f1=x"2%y -1
f2=x*y"2 - x
ideal = R.ideal([f1, f2]

gb = ideal.groebner_basis()

if f1in gb and f2 in gb:
print(" f1 y f2 son base de Grébner de I.")

else
print(" f1 y f2 NO son base de Grébner de |, dos bases de Grébner del ideal pueden ser:")
new_gb = R.ideal(gb).groebner_basis()
print(new_gb[0])
print(new_gb[1])

Figura 3-3 Comprobacién mediante la plataforma SageMath del ejemplo 3.9.

Tal y como se demuestra en el ejemplo, F no es base de Grobner, por tanto, el codigo implementado en

SageMath devuelve “f1 y f2 NO son base de Grobner” y propone como bases los polinomios x% —y'y
2

ye —1.

Proposicién 3.2.5 [3] Dados un ideal I € k[x4, ..., x,], G = {g4, ..., g} una base de Grobner de |
y una f € k[xq, ..., x,], existe un Unico resto r € k[xy, ..., x,] resultante de dividir f entre G que
satisface las siguientes dos propiedades:

1. Ningun elemento de r es divisible por cualquiera de los términos lideres de G, LT (G).

2. 3g€l:f=g+r,siendo g =q.91+ -+ q:9: € 1. Es decir, f se puede escribir como la
suma de la combinacion lineal de los elementos de que forman la base de Grobner y el resto de
la divisién anteriormente mencionada.

Demostracion Como se indica en la proposicion anterior, se puede escribir f = g + r para algun
g € I. Supongamos, al contrario, que también podemos escribir f = g’ + r' para algin g’ € I donde
r' # r. Tenemos, por tanto:

gtr=g'+r'=g-g' =r—-1r
Comog,g '€l = g—g €l,r—r" €1,loqueimplica que:
LT(r —r") € (LT(D) = (LT(G))

Esta ultima expresion implica que LT (r — ") es divisible entre alguno de los LT (g;). Esto es imposible
debido a que ningun término perteneciente a un resto (r, »’) es divisible por ninguno de los LT (G). Por
tanto, r — r’ = 0 quedando asi la unicidad del resto demostrada. i
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Ejemplo 3.10 [3] Siguiendo el caso del ejemplo anterior con F = {f;, f} = {x* — 1,xy? — x}, se
demostrd en el ejemplo 3.9 F no conformaba una base de Grobner para I = (x2 — 1,xy? — x). Como
no se trata de una base de Grobner, no se garantiza que el resto sea Unico. Para ejemplificarlo, dividamos
f = x°y? — x* — x%y + y3 entre F obteniendo el siguiente resultado.

f=afitqfatn
f=03y+x—1DE%2y -1+ O0)(xy? —x)+ (-3x*+x+y3—1)

Observamos que el resto es —3x* + x + y3 — 1. En cambio, si cambiamos el orden de los
polinomios en F, siendo F* = {xy? —x,x? — 1} = (f,, f1) el resultado del valor de r cambia,
demostrando asi que F no produce un resto unico y reforzando que F no es una base de Grébner.

Definicion 3.2.5 [2] Se parte de un ideal I € k[x4, ..., x,,]. Denominamos variedad afin V(1) del
ideal al conjunto

V) ={(ay,..,a;) €Ek™: fi(ay,...,a;) =0V f €.

Para un ideal I = (fi, ..., f;) su variedad V(I) coincidira con la variedad formada por los propios
polinomios que definen el ideal, es decir, V(I) = V(fi, ..., fs). Esto implica que las soluciones de del
sistema de ecuaciones polindmicas definido por f, ..., f; son las mismas que las soluciones del ideal I,
generado por estos polinomios. Incluso para un ideal formado por infinitos polinomios diferentes, el
conjunto V (I) seguird estando definido por finitas ecuaciones polinomiales.

Consideremos ahora el ideal I = (g4,9,) = {(x +z,y — z). g, Y g, forman una base de Grébner
utilizando el orden lexicogréfico en R[x, y, z] tal que (x > y > z). De esta manera, los términos lideres
de cada elemento diferente de cero de J pertenecen al ideal (LT (g1),LT(g-)) = (x,y) 0 lo que es lo
mismo, son divisibles tanto por x como por y. Para demostrarlo, suponemos, al contrario que existe un
feltalqueLT(f) € (LT(g1),LT(g2)) = {x,y), por lo que LT (f) no seria divisible ni por x ni pory.

Considerando entonces f = Ag, + Bg, € I suponiendo que f # 0y que su LT no es divisible ni
por X ni por y para tratar de llegar a una contradiccién, y verificar asi lo desarrollado en el parrafo
anterior. Debido al orden lexicografico establecido, x e y no aparecen en ningin término de f lo que
indica que f € R[z], es decir, esta formado por monomios que Gnicamente contienen la variable z. Por
otra parte, los elementos del ideal | se anularan siempre en la variedad V(I) = V(x + z,y — z).En el
caso particular del ejemplo 3.10, trabajamos con tres variables [x, y, z] y el ideal | esta generado por dos
polinomios, por lo que V(I) conformara una recta. Si igualamos a 0 ambos polinomios del ideal
obtenemos que respecto a g, = x+z=0=x=—z y respecto a g, =2y—z=0=>y =z,
obtenemos que la recta donde se anula la variedad es la recta dada por (—t, t, t) siendo t un parametro
real. La Unica manera de que un polinomio f se anule en la recta (—t, t, t) es que f sea el polinomio 0,
hecho contrario del que parte la presente demostraciéon. Como suponiendo el caso contrario se ha llegado
a una contradiccidn, lo planteado en el parrafo anterior es cierto. Cabe destacar que, de la misma manera
que ocurre con el algoritmo de la division, una base de Grébner sobre un orden monomial puede no serlo
aplicando un orden distinto. Por ejemplo, en el caso mostrado en el Gltimo péarrafo del ejemplo 3.10, si
utilizamos el orden monomial z > y > x, el conjunto {g,, g,} no es una base de Grébner para I.

Otra consecuencia por destacar de las bases de Hilbert pertenece al &mbito de la geometria y esta
fuertemente relacionada con la resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales. En el apartado
anterior, se consideran las variedades afines como los conjuntos de soluciones de un sistema de
ecuaciones compuesto por los polinomios que conforman el ideal.
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3.2.5 Propiedades de las bases de Grobner y S-polinomios.

Definicion 3.2.6 [2] Sean f, g dos polinomios en k[x;, ..., x,], multidegree (multideg) el grado de
losLTy (ay, ..., a,) €l vector en el cual a; es el grado del monomio mas alto respecto a un polinomio
la variable x;:

1. Simultideg (f) = a y multideg (g) = B, entonces y = (¥4, ..., ¥») donde y; = max (a;, 5;)
para cada i. Denominamos x" al minimo comun multiplo del monomio lider de fy de g.
2. EIl S-polinomio de fy g es la combinacion:
14 xY

D= mq T T Y

Por ejemplo, dados f =x3y—xy®—y5 y g=xy?—y* en R[x,y] utilizando el orden
lexicografico observamos que LM(f) = x3y y LM(g) = xy?, y que dentro de ambos LM el mayor
grado de las variables x e y son 3y 2 respectivamente, por loque y = (3,2) = x¥ = x3y?2. Sustituyendo
los valores en la expresion anterior:

x3y2 3.,2
3y Py —xy® —y®) - -
= xy* —y° + x2y*.

(xy® = y")

S(f,9) = o

Al realizar las operaciones del S-polinomio observamos que los LT de ambos polinomios se
cancelan, siendo este el principal propdsito de los S-polinomios y jugando un papel crucial en el
desarrollo de las bases de Grobner. Antes de pasar al desarrollo del algoritmo para la construccion de
las bases de Grobner es necesario introducir el lema 3.2.5. Dado que trabajamos con polinomios que
comparten un determinado grado (8), la Unica manera de sumar estos polinomios y que tengan un grado
estrictamente menor que & se consigue tratando de cancelar o restar sus términos principales.

Lema 3.2.5 [3] Supongamos que tenemos un sumatorio del tipo }7_; c¢;f;, donde el méximo
gr(f) = 8 € 7%, para todos los i. Si el gr(};-; cif;) < &, implica que Y7, c;f; €S una combinacion

lineal con coeficientes en K de los S-polinomios S(f;, fi,) para 1 < j,k < s donde gr (S(fj,fk)) < 4.
Esto es:

S
D afi= ) quS(fifi).
i=1 Jk
Demostracion [3] El lema trata de establecer que, si la cancelacion entre términos principales de
polinomios del mismo grado ocurre, esta cancelacion es equivalente a la cancelacion que se da en los S-
polinomios (Definicion 3.2.6). En primer lugar, c¢; incluye cualquier constante de f;, lo que permite
asumir que LT (f;) es un monomio y que el gr(f;) = §. Ademas, podemos concluir: Vi # j = x¥ =
&, por tanto f; y f; tienen el mismo monomio lider, cumpliéndose S(ﬁ-,fj) =fi— fj-
De igual forma, si la suma Y;;_; c;f; tiene un grado estrictamente menor que &, entonces la suma de
los coeficientes lideres debe ser |gual ao (Zl 1 c¢; = 0). Sumando por partes, establecemos f;,; =0y

Ci=ci+cy+-+¢;(lo que |mpI|ca Cs =Yi-1¢; =0)para conseguir
s—
Z Cifi = (o = f)Cs Z<ﬁ+1 PG =0-£)0- Z(fm PG == (s fIC:
i=1 i=1
que es una combinacion lineal de S-polinomios como se pretendia demostrar. m

Esto es, si tenemos que gr(Xi=, fi) < & donde el gr(f;) = 6 Vi, la cancelacion de términos
principales es la misma cancelacion que se da con los S-polinomios, como se demuestra en
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f=1fi = 25;11 S(fi+1' fl)

Los polinomios en el sumatorio de la parte izquierda de la igualdad son todos de grado &, mientras que
los polinomios en el sumatorio de la derecha esta conformado por polinomios de grado estrictamente
menor que & debido a la cancelacion llevada a cabo en el S-polinomio.

3.2.6 Algoritmo de Buchberger

Teorema 3.2.6 (Criterio de Buchberger) [8]. Sea | un ideal polinomial, G = {g4, ..., g;} €S una base
de Grobner de | si y solo si para todas las parejas i # j el resto resultante de dividir S(gi, gj) entre G es
0.

Un esquema de la demostracion seria el siguiente: supongamos que G es una base de Grébner y que,
por tanto, cualquier polinomio en el ideal generado por G puede ser reducido a cero respecto a G.
Consecuentemente, los S-polinomios generados por pares de polinomios en G también se reduciran a
cero, debido a que son producto de una combinacion lineal de polinomios en G, de esta manera, si los
S-polinomios generados por los pares de polinomios en G se reducen a cero respecto a G, entonces G es
necesariamente una base de Grobner.

Ejemplo 3.10 [2] Considerando el ideal I = (y — x2, z — x3), se procede a demostrar, utilizando el
criterio de Buchberger si la base ¢ = {y — x%,z — x3} es una base de Grobner utilizando el orden
lexicografico x < y < z. Para ello, en primer lugar, se hallard conforme a la Definicion 3.2.6 el S-
polinomio de los polinomios que conforman el ideal. Teniendo en cuenta el orden establecido,
obtenemos que y = (0,1,1) = xY = yz, por tanto:

z z
Sly —x%,z—x3) =y7(y—x2) _y7_ (z —x3) = —zx3 + yx5.

Si al resultado se le aplica el algoritmo de la division (en este caso se dividiria el resultado obtenido del
S-polinomio entre los polinomios (y — x2,z — x3)) se obtiene:

—z3+yd =3 (y—x)+(—xD) - z—-x3)+0

por lo que G seria una base de Grébner de 1. Cabe afiadir, de nuevo, que cambiar el orden lexicografico
puede suponer la variacion del resultado. En este caso, si el orden lexicografico utilizado fuese x > y >
z, G no conformaria una base de Grobner.

El criterio de Buchberger resulta util para determinar si una base es o no de Grobner. No obstante,
ni en el mencionado criterio, ni en el apartado anterior (donde queda demostrado como todo ideal en
k[x4, ..., x,] tiene una base de Grébner) se profundiza en cuanto a la obtencion de estas bases. De esta
necesidad surge el propoésito del algoritmo en cuestion. Utilizando el algoritmo de Buchberger se tratard
de construir una base de Grobner a partir de un ideal 1. Una manera intuitiva de producir una base de
este tipo es tratando de ampliar el conjunto generador del ideal original afiadiendo méas polinomios a I.
No obstante, afiadir un generador nuevo que no cumpla las caracteristicas requeridas puede resultar
contraproducente. Vedmoslo con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.11 [2] Consideramos un ideal I = (x3 — 2xy, x2y — 2y% + x) y un orden lexicografico
graduado. Realizando las mismas operaciones realizadas en el ejemplo 3.11, obtenemos S(f;, f2) =
—x?2, que cuyo LT no es divisible entre LT(f;) ni LT(fy), por tanto LT(S(fi,f2)) = —x% ¢
(LT(f1),LT(f3)). Llegados a este punto, ¢qué generadores del ideal podemos afiadir para convertir | en
una base de Grébner? El resto que se obtiene al dividir S(f;, f>) entre f; y f> s —x? (no es divisible).
Este resto se debe incluir en el conjunto de generadores como nuevo generador, es decir f; = —x? =
F = (f1, f2, f3)- Unavez ampliado el conjunto F, se dividen los S-polinomio resultantes entre el conjunto
F con tal de comprobar el resto resultante. En este caso se dividiria entre S(f;, f2) entre F (resto 0) y
S(f1, f3) entre F (resto —2xy). Como el resto sigue sin dar 0, se afadiria f, = —2xy al conjunto de
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generadores y repetiriamos el proceso. Para este caso particular, desarrollado en su totalidad en [2],
serian necesario afiadir hasta 3 generadores resultantes del resto de la division de los S-polinomios, de
manera que la base de Grobner se conformaria con

{fu for far fa fs} = (2% = 2xy, x%y — 2y% + x, —x%, —2xy, = 2y® + x}
Con el ejemplo anterior se demuestra como una base F se puede ampliar afiadiéndole sucesivamente
los restos distintos de O resultantes de la division S(f;, f;) entre F hasta que conforme una base de

Grobner, explicando asi el funcionamiento del algoritmo de Buchberger para computar bases de
Grobner.

Teorema 3.2.7 (Algoritmo de Buchberger) Dado un ideal polinomial I = (f;, ..., fs) # {0}, una
base de Grobner para | puede ser construida realizando el siguiente bucle un nimero finito de veces:

1. Entrada: F = (fy, ..., f5)
2. Obtenemos: una base de Grébner G = (g4, ..., g:) paral,con F € G.

3. G=F
4. Se repite el siguiente bucle:
G' =G

5. Paracadapar {p,q},p # q en G'se debe calcular
6. r (resto de la division del S-polinomio S(p, q) entre G’
7. Sir # 0entonces G.= G U {r}
8. Se realiza lo anterior hasta G = G’
9. Sedevuelve el valor de G

Este bucle computa lo explicado en el ejemplo anterior. Durante todas las fases del proceso
algoritmico se mantiene que G < I, terminando el algoritmo en el momento en el que G = G’, es decir,
cuando el resto de la division del S-polinomio entre el G’ es igual a 0. Sin embargo, computar las bases
de Grobner calculadas mediante este algoritmo pueden resultar innecesariamente grandes. Se pueden
eliminar los generadores prescindibles siguiendo el siguiente lema.

Lema 3 [3] Sea G una base de Grébner de I € k[xy,...,x,]y un polinomio p € G : LT(p) €
(LT (G\{p})) entonces G\{p} es también una base de Grobner de I.

Es decir, si existe un polinomio p cuyo término lider pertenezca al ideal formado por los LT del
polinomio resultante de la division de G entre p, entonces ese mismo polinomio también forma parte de
la base de Grobner de I. De esta manera, eliminando todos los p que cumplen esta condicion, llegamos
a lo que se conoce como una base de Grébner minimal, a la cual se la han eliminado todos aquellos
generadores redundantes, o de los que se puede prescindir. Para ejemplificar este lema, tomemos la
siguiente base de Grobner:

fi =x%—2xy
fr=x%y—2y?+x
fz=—x

fa=—2xy
fs=-2y*+x

El primer paso consiste eliminar los coeficientes distintos de 1 en los términos lider. A continuacién, se
trata de reducir el conjunto tratando de buscar relacion entre generadores. Por ejemplo, el término lider
de f1, LT(f;) = x3 se puede escribir como LT (f3) - (—x) = —x?2 - (—x), por tanto, podemos prescindir
de f; en la base de Grobner minimal. De la misma manera, aunque no tan sencillo de ver, LT(f3;) =
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x%y = — (%) x - LT (f3), pudiendo también eliminar f,. Al no haber mas casos en los que el término lider
de uno de los generadores divida el termino lider del otro, tenemos:

fi =+

fi=xy

=y“ —\z)x
5 =Y >
Cuando G es una base de Grobner minimal, los LT de los polinomios pertenecientes a la base forman la

una base minimal de términos lider del ideal I. No obstante, el ideal | original puede contener varias
bases de Grobner minimales. Vedmoslo teniendo en cuenta el resultado anterior:

fi =x?*+axy
fi=xy
1
f=ri-(3)

Mediante esta base, siendo a una constante, se pueden producir infinitas bases minimales dando
diferentes valores a a. Para resolver esta cuestion se introduce el concepto de base de Grébner reducida.

Definicion 3.2.7 [2] Una base de Grdbner reducida de un ideal polinomial | es una base G tal que
todos sus coeficientes principales tienen valor 1, tal que V p € G ningln monomio de p reside en
(LT (G\{p})). Para la base expuesta anteriormente, solo el caso en el que a = 0 conformaria la base de
Grobner reducida, que es siempre existente y Unica para todo ideal I.

Una consecuencia importante de lo que se esclarece en la definicidn 3.2.8 relativa a la resolucién
de sistemas de ecuaciones polinomiales, es que el algoritmo de Buchberger resulta ser un algoritmo de
igualdad ideal, debido a que dos conjuntos de polinomios {f, ..., s} ¥ {91, ..., g:} generan el mismo
ideal simplemente fijando un orden monomial y computando la base de Grébner reducida. El algoritmo,
a su vez, guarda relacion con el algoritmo de eliminacion Gaussiana para sistemas de ecuaciones lineales
(apartado 2.3.2). Lo importante de esta relacion, es que la eliminacion Gaussiana se puede considerar un
caso especial o especifico del algoritmo que acabamos de describir. VVeamoslo con el siguiente sistema:

3x—6y—2z2=0
2x—4y+4w =0
x—2y—z—w=0

El caso es que si operamos con las filas de la matriz de coeficientes del sistema para construir una
matriz escalonada por filas de este (lo que implica dejar el primer coeficiente como 1) obtenemos:

1 -2 -1 -1
(3.2.7) (0 0 1 3)
0 0 0 0

Para conseguir, ademaés, la forma reducida de la matriz escalonada anterior, necesitamos asegurarnos de
que cada 1 lider es el unico elemento distinto de 0 de su columna, lo que nos lleva a la matriz

1 -2 0 2
(3.2.8) (0 0 1 3)
0 0 0 0

Obtenida la forma reducida de la matriz, reescribiremos el proceso anterior de forma algebraica, de modo
que el sistema original tendria la forma 1 tal que

[ =(3x—67—2z,2x—4y+4w,x — 2y —z—w) S k[x,y,z,w]
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Convirtiendo la forma escalonada por filas (3.2.7) obtendriamos la base de Grébner minimal:
I=(x—2y—z—w,z+3w)
Y finalmente, con la forma reducida de dicha matriz (3.2.8), obtendriamos la base de Grébner reducida:
[ =(x—2y+ 2w,z + 3w)

Por ultimo, cabe destacar, que de toda matriz puede obtenerse su forma escalonada por filas reducida de
una unica forma, lo que reafirma la unicidad de las bases de Grdbner reducida respecto a un ideal. En el
siguiente apartado se estudiaran las diversas aplicaciones de estas bases, profundizando en su eficacia a
la hora de resolver sistemas de ecuaciones.

35



DAVID MARTINEZ SOL

36



BASES DE GROBNER: UN METODO ALTERNATIVO PARA LA RESOLUCION DE SISTEMAS
COMPLEJOS

4 APLICACIONES Y EJEMPLOS

4.1 Bases de Groébner como herramienta para simplificar la resolucidn de sistemas
de ecuaciones polinomiales

4.1.1 Solucion de ecuaciones polinomiales
Ejemplo 4.1 [3] Considerando el sistema de ecuaciones:
x2+y2+z2=1
x2+y?+2z2 =2

2x—3y =1z

Estas ecuaciones, de manera similar al ejemplo que mostrado tras la definicion 3.2.8, se pueden
escribir en forma de ideal I = (x? + y? + z2 — 1,x% + y? + z? — 2x, 2x — 3y — z) y trataremos de
buscar todos los puntos en V (1), es decir, la solucion del sistema. En primer lugar, computamos la base
de Grobner reducida de | respecto al orden lexicografico.

R.<X,y,z> = PolynomialRing(QQ,3, 'x, y, z', order="lex")
ecl = x"2 + y*2 + z"2 - 1

ec2 = x"2 - 2%x + y*2 + z"2

ec3 = 2%x - 3%y - ﬂ

G = ideal(ecl, ec2, ec3).groebner_basis()
print("Base de Grdbner:", G)

Base de Grobner: [x - 1/2, y + 1/3*z - 1/3, z~2 - 1/5%z - 23/40]

Figura 4-1 Cddigo en SageMath para obtener la base de Grébner del ideal correspondiente al sistema de
ecuaciones del ejemplo 4.1

Modificamos la base anterior de manera que no haya cocientes en los coeficientes de manera que
G ={91,92 93} = {2x — 1,3y + z,40z% — 8z — 23}. Estudiando la naturaleza de la base, observamos
que g5 depende Unicamente de la variable z, g, de las variables z e y, y g, Unicamente de x. De esta

. 1
manera obtenemos de manera directa los resultados de g, = 0= x =3y de g; =0, del cual
8++/3744

resolviendo mediante la formula cuadratica obtenemos que z =
en g, se obtienen ambas soluciones del sistema:

. Si se sustituyen ambos valores
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1 V26 -6 8 — /3744
=Y T 720 P77 80

1 V26 — 6 8 + /3744

X=Y=7"7%0 T 80

En SageMath, se obtendria introduciendo los diferentes polinomios que conforman la base de
Grobner como elementos de un sistema de ecuaciones y ejecutando su solucion.

X,¥,z = var('x,y,z")

gl = x - 1/2

g2 y + 1/3*z - 1/3

g3 = z*2 - 1/5%z - 23/40
solve([gl,82,83],%,y,2)

[[x == (1/2), y == 1/20*sqrt(26) + 3/10, z == -3/20*sqrt(26) + 1/10], [x == (1/
2), == -1/20*sqrt(26) + 3/10, z == 3/20*sqrt(26) + 1/10]]

Figura 4-2 Cédigo en SageMath para resolver el sistema de ecuaciones resultante de la base de Grébner del
ejemplo 4.1

Al computar bases de Grobner, nos encontraremos con casos como el anterior, en el que la base
reducida cuenta con variables eliminadas que simplifican la resolucion del sistema. Estas variables se
eliminaran en el mismo orden que establece el orden monomial. Por ejemplo, si utilizamos el orden
lexicogréfico x > y > z, veremos, como es el caso del ejemplo anterior, que la primera variable en ser
eliminada es la x, dando lugar asi a una sustitucion hacia atras similar a la utilizada en la eliminacién
Gaussiana, y dando con soluciones mas sencillas que a las que obtendriamos si tratdsemos directamente
con el sistema original. No obstante, el orden en el que se eliminen estas variables es
computacionalmente irrelevante y no afectan a las soluciones. La importancia de dicha eliminacion
reside en el hecho de conseguir al menos un polinomio en la base reducida que dependa de una Unica
variable (como es el caso de g, y g3) haciendo mas sencillo el proceso de dar directamente con la

solucién. Veamos ahora un ejemplo en el que los resultados obtenidos al computar la base sean mas
complejos.

Ejemplo 4.2 [3] Dado el siguiente sistema:
3x2+2xz —2yz=0
2xz— 2ty =0
2xy —2z—2tz=0
x2+y?+2z2-1=0
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Con las ecuaciones anteriores generamos el ideal I = (3x2 + 2xz — 2yz, 2xz — 2ty, 2xy — 2z —
2tz,x? + y? + z% — 1). Se trabajara de nuevo respecto al orden lexicografico A > x >y > z.

R.<t,x, y, z> = PolynomialRing(QQ, order='lex")

I = ideal(3*x"2 + 2*y*z - 2%{*x,2¥x*z - 2%{*y  2¥x¥y - 2%z - 2%{*z  x"2 + y"2 +
GB = I.groebner basis()

print("G =", GB)

.. ___________________________________________-—-—"." _OOOO_________________J »

G = [t - 3/2*%x - 3/2*y*z - 167616/3835*z"6 + 36717/590*z"4 - 134419/7670*z"2, X
N2 4+ y*2 + z72 - 1, x*y - 19584/3835%z~5 + 1999/295*z”~3 - 6403/3835*z, x*z + y*
z™2 - 1152/3835*z"~5 - 1@8/295*%z~3 + 2556/3835%z, y"3 + y*z"2 - y - 9216/3835*z"
5 + 906/295*z"3 - 2562/3835*z, y"2*z - 6912/3835*%z~5 + 827/295*z~3 - 3839/3835%
z, y¥z"*3 - y*z - 576/59*z"6 + 1605/118*z"4 - 453/118*z"~2, z"~7 - 1763/1152*z"5 +
655/1152*z~3 - 11/288%*z]

Figura 4-3 Codigo en SageMath para computar la base de Grébner del ideal correspondiente al sistema de
ecuaciones del ejemplo 4.2

Intuitivamente, resulta mas sencillo resolver un sistema de 4 ecuaciones que de 8, como es el caso
del presente ejemplo. No obstante, examinando en detalle los polinomios resultantes, nos damos cuenta
de que Unicamente el primero contiene las 4 variables a la vez, y como establecimos anteriormente, la
variable t, la primera del orden lexicografico, es la primera en ser eliminada, asi como la x y la y,
quedando al final una Unica expresion en funcion de z que modificada para que carezca de cocientes en
sus coeficientes quedaria

1152z7 — 1763z° + 66523 — 44z = 0
obteniendo sus respectivas soluciones

0,41, 424 Y1
Z=U,xxl,r— Tt ——.
37 8V2

Una vez obtenidas las soluciones de z, podemos continuar sustituyendo los valores de v,
posteriormente los de x, hasta finalmente obtener los valores de la solucion para cada una de las cuatro
variables (sustitucion hacia atras). Los sistemas de ecuaciones sobre los que es posible aplicar este
método son mas sencillos de resolver, especialmente, cuando conseguimos obtener una ecuacién que
Unicamente contiene una variable, sobre la que podamos aplicar técnicas de resolucién de ecuaciones
polinomiales para encontrar sus raices, para entonces sustituir hacia atrés en las otras ecuaciones del
sistema y resolver el resto de las variables aplicando las mismas técnicas de resolucion de ecuaciones
con una variable.

Ejemplo 4.3 [9] Se pretende en el presente ejemplo mostrar el nivel de complejidad que las bases
son capaces de manejar. Para ello, en la Figura 4-4 se mostraran una serie de ecuaciones que
corresponden a un problema relativo al tensor de Bach, un objeto matematico utilizado en la teoria de la
relatividad general de Einstein que describe como la curvatura del espacio-tiempo cambia segun la
presencia de materia y energia. En este problema, se pretende anular el tensor de Bach. Esto sucede
cuando un sistema no lineal como el que se muestra a continuacion se anula.
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B — 1 . 1 . 1 o Py a
B = 57z P11 B = 5Pz B = 5P Bu = 55 Fus
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1
DBos = grpaPez, Bos = mmPea, Bo = 5P, Bas = 5 Pass

1 1
DB = P Bas = sy P,

Pir = 12(A2 + R2)2NE — 4(A2 4+ R2)273 — (2062 — O2 — 8D2)(A2 + R?)A2
+ (124" — 4(2b% — 302 — D? — 6R?)A? — 426C' DA — AR?(2b% — 3C2 — D? — 3R%)) )\,
— 20A" + (2802 — 4002 + 3D? — A0R?)A? — 42bC' DA — 20RY + (3D? — 40C?) R?
— 4(C? + D?)(5C? + D?) + b2(43C2 + D? + 28R?),

Pia = —16b(A2 + R2)ANE — 8CD(A2 + R2)AZ — (5C DA% — b(5C2 — 16D?)A + 5C'DR?) Ay
+ 16bA* — 8CDA? + b(16C2 — 5D? + 16 R2)A + C'D(21b2 — 8(C2 + D? + R?)),

P = —8SAD(A% + RN} + (AAD(A? + R?) — 3bC' R?)N\2
+ (DA? —9bC A% + D(12b% + R? — 8(C? + D?))A — 12bC R?) )\,
+ 3b(8C' A2 4 30D A — 3b2C + 8C(C? + D2 + R?)),

Pra = —8D(A? + R?)A\Z + (4D A? + 3bC A+ ADR?) N\,
+ DA? 4+ 3bC' A+ D(3b% + R? — 8(C? + D?)),
Poo = —20(A2 + R2)2NE + 12(A% + R?)2A5 + (2862 + 3C2 —40D?)(A? + R?)A3
— (4AT 4+ 4(20%2 — €2 — 3D? + 2R?) A% —A2bC' DA + 4R2(20% — €% —3D? + R2)) Ay
+12A% — (200° — 8C? — D? — 24R?)A? + 420C DA
+12R + (8C? + D*)R? — 4(C? + D*)(C? + 5D?) + b%(C? + 43D? — 20R?),
Pog = —(AC — 24bD)(A? + BR*)AZ — (4(AC + 30D)R? + A(4CA? + 9bD A + 9b2C)) Az
+ 8C A +4C(2(C?% + D? + R?) — 3b%)A — 3bD(3b% + R? — 8(C2 + D?)),
Poy = —C(A% + RS — (4CA? — 3bDA + ACR?) Ny
+ 8C' A% + 3bDA — 3b°C + 8C(C? + D? + R?),
Pag = —4(A2 — 3R?) (A2 + RPN +4(A% — 3R?) (A% + RN}
— ((12b% + €% — 8D?) A% + 3(4b? + C? — 8D?)R?)\3
+ 2(2A% +2(6b2 — C? — D? — 2R A% + ObC'DA + 6R2(202 — C? — D2 — R2))A,
—4AT — (12h%2 — BRC? 4 D? — 8R2)A% — 18bC'DA
+12RY — 3(4b? — 8C? + D?)R? + 3(C? + D?)(4(C? + D?) — 19b2),

Pas = —8A(A? + BN+ 8A(A? + R?)AS + A(C? —8D?) A
+ (847 4 4(C2% 4 D? 4+ 2R A + 9bC' D) Ay
— 8A% —9bC'D — A(8C? — D? + 8R?),

Pag = 4(3A42 — R2)(A2 + R?)N] — 4(3A1 + 2R2A%2 — RY)A}
+ (402 — 3C% + 24D?) A% + (4b% — C? + 8D*)R*)\;
+ (4R — 4(2A2% 4202 + C? + D?)R? — 2A(6A® + 402 A + 6(C? 4+ D?)A + 9C D)) Ay
+ 12A% + (46 4 24C*% — 3D? + 8R?)A? + 180C'DA
— AR + (46 + 8C?% — D?)R? + (C? + D)(130 4+ 12(C*% + D?)).

Figura 4-4 Sistema de ecuaciones correspondiente al tensor de Bach [9]

Dadas las ecuaciones que conforman el sistema, se computa la base de Grobner del ideal I
R[A, b, 4;, C, D, R] formado por los polinomios B;; respecto al orden lexicografico. Analizando la base

de Grobner G, obtenemos un polinomio g, € G que tiene esta forma:

go = D(C? + D?)(2D? + R?)(25D% + 4R*)(16D? + 5R?)(9D? + 16R?)(25D* +

24R%)(80D* + R* — 16D2R?).

Como los conjuntos {*B;; = 0} y I = (B;;) = (G) coinciden, entonces necesariamente D = 0. A
continuacion, computamos la base de Grébner G, del ideal generado por la base de Grobner anterior
sustituyendo con D = 0, de nuevo respecto a un orden lexicografico, de entre los polinomios que

conforman la base G, obtenemos:
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g1 = C*(9C? + 4R?)(25C?% + 16R?)(49C? + 24R?*)A3.

Tal como ocurre con la base anterior, g; € G;. Por el contexto del problema A, ha de ser necesariamente
distinto de O, por lo que C = 0. Llegados a este punto, con C = D = 0, tomamos la ecuacion P, de la
Figura 4-4 sustituyendo ambos valores quedando de la siguiente forma:

%34 = _8(12 - 1)2A(A2 + RZ)(A% + /12 + 1)
Ilevandonos a dos posibilidades sobre las que proceder aplicando casuistica:
AZ ES 1 (0] A == 0

Ambos casos obtienen dos soluciones distintas del sistema planteado, consiguiendo anular el tensor de
Bach. Este problema muestra como ante sistemas mas complejos, es necesario el analisis de cada uno
de los polinomios obtenidos al computar la base de Grobner, asi como trabajar con casuistica con cada
una de estas expresiones hasta lograr obtener la solucion que mejor se adecue al sistema planteado. Este
procedimiento puede volverse significativamente complejo y extenso si las bases computadas contienen
un gran namero de polinomios debido a la necesidad de analizar, tener en cuenta los detalles y aplicar
casuistica sobre cada uno de ellos.

4.1.2 Resolucidn de casos de programacion entera

El problema de programacion entera (PPLE) son problemas de programacion lineal en los que se
exige que alguna o todas las variables sean enteras. A simple vista, estos problemas pueden parecer
iguales a la resolucién de un sistema de ecuaciones polinomiales, no obstante, en ellos no se trata
unicamente de encontrar un valor que solucione el sistema, sino que se debe encontrar un valor entero y
que, ademas, proporcione un valor 6ptimo (maximo o minimo). La teoria dicta lo siguiente [10]: Sea
ajj € Z, b EZYyc¢ ER, i=1,..,nyj=1,..,m(my nrepresentan el nimero de incognitas y el
numero de ecuaciones respectivamente), se pretende buscar una solucion (4,1, ..., 1) en N™ del
sistema

a11l1 + a12l2 + -+ almlm = bl

az1ly + axly + -+ aymly, =b
(411) 21%1 22%2 2m'm 2

anlll + anzlz + .+ anml = bTL

que minimice el coste de la funcion c(ly, I, ..., l,) = 7%, ¢;l;. Como hemos visto a lo largo del trabajo,
las bases de Grobner trabajan con polinomlos, por lo que para resolver el sistema anterior debemos
transformarlo en un problema de polinomios. Para ello, asignamos una variable a cada ecuacion lineal
del sistema. Estas variables tendran la forma x4, x,, ..., x,, para n ecuaciones, de manera que la primera
ecuacion del sistema se representaria:

ajgli+t+amlm b;

(4.1.2) X; =X, "

1

Como queremos encontrar una solucion del sistema entero, debemos combinar cada una de las
ecuaciones del sistema, expresadas del mismo modo que (4.1.1), para construir una Unica ecuacion que
represente el sistema. Por tanto, se multiplica las n ecuaciones del sistema formando la ecuacién

a1111+a1212+-~-+a1mlm an111+anzlz+~-~+anmlm b1 bn

(4.13) X Ct Xy =X, Xy

Agrupando incAgnitas, se escribiria de la forma
l
(xfigdar . oxam )t (i x g )™ = L xon, donde:

1. x,..,x, representan a las diferentes ecuaciones.
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2. 1, ..., 1, hace referencia a las variables que aparecen en el sistema, por ejemplo (I, = x,1, =
v, l3 = 2z).

3. any, -, any representan los coeficientes, de manera que el primer subindice indica la ecuacién
en el que se encuentra, y el segundo, la variable a la que acompana.

4. by, ...b, representan los nimeros del otro lado de la igualdad de cada una de las ecuaciones.

Una vez transformado el sistema, debemos definir la aplicacién polinomial ¢. Una aplicacion
polinomial es a grandes rasgos una funcion matematica que toma un conjunto de valores y los transforma
en otros utilizando ecuaciones polinomiales. Por ejemplo, dado un espacio vectorial V sobre un cuerpo
K, una aplicacion polinomial de V se puede representar como f:V — V, donde para cada vector x en
V existe un vector y en Vtal que y = f(x). Volviendo al caso, ¢ es una aplicacion polinomial
k[yy, .., Y] = klxy, .., xp]tal que ¢(y;) =f; siendo f; = xf”x;” M =1,2,..,m.
Utilizando esta aplicacion, la ecuacion anterior se transforma de manera que

l l b b
¢(y11 ...ymm) =Xt xy
Como el monomio formado por x’* - ...- x> esta bajo la imagen de ¢ de un monomio en
1 n
klyi, o, ynl, (L4, L5, ..., Ly,) €s la solucion del problema de programacién entera dado.

Aplicando lo mencionado en el parrafo anterior, obtenemos un procedimiento que nos proporciona
una solucidn para un problema de programacién entera como el mostrado en la expresion (4.1.1) Este
procedimiento consta de los siguientes pasos:

1. Se computa la base de Grobner G para el ideal I respecto al orden lexicografico.
2. Obtenemos el resto h resultado de dividir f entre G.
3. Sih¢kl[y,,...,yml €l problema de programacion entera no tiene soluciones enteras positivas.

En cambio, sir = y111 ...y,ln"‘ = (4,1, ..., ) es una solucion al sistema.

Ejemplo 4.4 [10] Tratemos de obtener una solucion para el siguiente sistema de ecuaciones que
maximice 3x + 4y + 2z. No es necesario escribirlo en el enunciado del problema, pero por definicion
del concepto de programacion entera x,y,z >0y x,y,z € N

3x +2y+2z <45
x+2y+3z<21
2x+y+2z<18

La cuestion planteada se puede plantear del modo opuesto, es decir, minimizando la ecuacion cambiada
de signo. Ademas, se afiaden las variables de exceso (wy, w,, w3), lo que nos permite transformar las
restricciones de desigualdad en ecuaciones de igualdad, para asi poder utilizar métodos de optimizacién
disefiados para resolver sistemas de ecuaciones lineales como lo son las bases de Grobner.

min —3x —4y —2z+0-w; +0-w, + 0wy
3x+2y+z+w; =45
x+2y+3z+w, =21
2x+y+z+w3 =18
Como se explica anteriormente, el sistema se debe escribir en forma de ecuacion polinomial, por tanto:

(3,03 (xEx365) G, 30300 205 = 5l
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Llegados a este punto, sabemos que requerimos el ideal en k[xi, x5, X3, V1, V2 s Vel = 1 =
(Y1 — X3 x,x2, 9, — X2x3x3, Y3 — X1, X3X3,Va — X1, Vs — X3, Ve — X3). De esta manera, usando
SageMath podemos computar la base de Grobner G de I, siguiendo un orden lexicogréafico graduado.
R.<x1,x2,x3,yl,y2,y3,y4,y5,y6> = PolynomialRing(QQ, order='deglex')
I = ideal(yl-x1"3*x2*x373,y2

=xX17M2%x272%x3,y3-x1*x2"3%*x3,
y4-x1,y5-x2,y6-x3).groebner_basis()

I

[y1*y3n3*y4n4 - y275*y6, yl*y3/2*y4nr3%y5 - y2r4*y6, y3n2*yqrq*ye - y2°3, y4~3*y
S*y6n3 - yl, yl*y3*ygqr2*y5n2 - y273%y6, y3*y4r3*yS¥ye - y272, yl*yd*y5”3 - y272
*y6, yl*y5~4 - y2¥y3*yG, y3kyqA*yEnr2 - yl*y5A2  y4A2*y5Adkyg - y2, y4¥y5A3*yg

- y3, y272¥y6n2 - yl*y3, y2¥yd*yen2 - yl*y5, y2*y5 - y3*y4, x1 - y4, x2 - y5, X
3 - y6]

(x1745*%x2721*x3718) .reduce(I)

y143*y2A0%y4n18

Figura 4-5 Cédigo en la plataforma SageMath para computar la base de Grébner y realizar la divisién
correspondiente al problema planteado en el ejemplo 4.4

Una vez obtenida la base de Grébner del ideal, dividimos el monomio f = x{°x2x1® entre G para hallar
las soluciones del sistema. Utilizando el algoritmo de la division, obtenemos como resto y3, y5, y38 que

teniendo en cuenta que si r = yll1 ---J’;z” = (ly,1,, ..., 1,,) son las soluciones del sistema, estas serian
(3,9,0).

Ejemplo 4.5 (Ejemplo de aplicacion de las bases de Grébner en un problema de optimizacion
de espacios en un buque de la Armada). Se pretende embarcar en el buque anfibio Galicia (L-51) al
Batallon de Desembarco | (BD-1) como Fuerza de Desembarco (FD) compuesto por tres compafiias de
Fusiles y una Compafiia de Armas como unidades de combate. Para abastecer a estas compafiias durante
la operacidn, se pretende embarcar tanta municion como sea posible en los pafioles del buque destinados
para este fin (Pafiol Municién FD-1, Pafiol de Municion FD-2 y Pafiol de Municion FD-3). Las tres
Compaiiias de Fusiles, disponen de la totalidad del Pafiol de Municion FD-1 para almacenar toda la
municion que llevan consigo (cartuchos del 5.56, cartuchos del 7.62 y granadas Alhambra). Esta
municion viene almacenada en pallets que tienen las siguientes caracteristicas:

- Pallet de cartuchos del 5.56 :

Superficie: 1 m2.

Volumen: 3 m3.

Peso: 2 tn.

Cartuchos por pallet: 72000.
- Pallet de cartuchos del 7.62 :

Superficie: 2 m2.

Volumen: 2 m3.

Peso: 3 tn.

Cartuchos por pallet: 36000.
- Pallet de Granadas Alhambra:

Superficie: 3 m?2.

Volumen: 1 m3.

Peso: 1 tn.

Granadas por pallet: 864.
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El Paiiol de Municién FD-1 cuenta con una superficie Util de 76 m?, un volumen Gtil de 100 m3 y
una resistencia de superficie de 2,63 % , permitiendo una carga total de 200 tn. Partiendo de los datos

aportados, obtenga el m&ximo nimero de palets de cada tipo a cargar por parte del BD-I de manera que
se optimice la distribucion de estos en el Pafiol de Municién FD-1 cargandose la maxima municion
posible.

En primer lugar, otorgamos a cada tipo de pallet una variable x, y, z, de manera que x corresponde
al numero de pallets de cartuchos del 5.56, y al nimero de pallets de cartuchos del 7.62 y z al nimero de
pallets de granadas Alhambra. Una vez asignadas las variables podemos definir la funcion, en este caso,
a maximizar: maxx + y + z. O lo que seria lo mismo: min —x — y — z. A continuacion, a partir de los
datos de los pallets y las limitaciones que ofrece el pafiol, construimos las ecuaciones que conforman las
restricciones del problema:

Superficie: x+2y+32<76
Volumen: 3x +2y+z <100
Peso total: 2x + 3y +2z < 200

De la misma forma que se realiza en el Ejemplo 3.14, se reescribe el sistema igualando las
restricciones a sus valores correspondientes y afiadiendo las variables de exceso (w;, w,, w3) de manera
que el problema quedaria:

min—-x—y—z+0-w; +0-wy, +0-wsy
x+2y+3z+w; =76
3x+2y+z+w, =100
2x+3y+z+w; =200

Ya una vez encaminados los datos hacia un problema de programacion lineal, transformamos las
expresiones anteriores en una ecuacion polinomial tal y como se desarrolla en el apartado 4.1.2:

(e ) (2 38)Y (B ey o 2l = 5390200,

Una vez constituida la ecuacion polinébmica, conformamos el ideal correspondiente a la parte izquierda

de la igualdad I = (y; — x1x3x3,V, — X2x35%x3, V3 — X3,X3X3, V4 — X1, Vs — X2, Ve — X3) Y Obtenemos
su base de Grébner para, a continuacion, dividir la expresion x7x390x2°° entre la misma.

R.<x1,x2,x3,yl,y2,y3,y4,y5,y6> = PolynomialRing(QQ,9,order="deglex")
G = ideal(yl - x1*x272%x3"3,y2-x1"3%¥x272%x3"1, y3-x172*x2"3*x3"1,y4-x1,y5-x2,y6-%x3).groebner_basis()
print(“"Base de Grébner:", G)

Base de Grdbner: [y372%y6"7 - yl1”3*yd, y3°~2%y4ArG¥yg - y2°3 ) y372%y4 3¥yen3 - yl*y2~2, y3/2%yd¥yen5 -

y1r2%y2, y3¥ydr4¥yS¥*ye - y272, y3¥y4n2¥yS¥yen3 - yl¥y2, y3¥yS¥yen5 - y1n2, yAr3¥y5a¥ye - y2, y4r2%y5
A3*y6 - y3, yd4¥y5r2¥yenr3 - yl, yl¥ydr2 - y2¥yen2, yl¥yd*y5 - y3*Fyen2, y2*¥y5 - y3*yd, x1 - y4, x2 -y

5, x3 - y6]

(x1776%x27100*x37200) .reduce(G)

y1"r37*y2213*y6°76

Figura 4-6 Cddigo en SageMath para computar la base de Grébner del ideal correspondiente al problema-
ejemplo de carga de municién planteado

La solucion obtenida (37,13,0) indica que para optimizar la distribucion se deben cargar 37 pallets de
cartuchos del 5.56 y 13 pallets de cartuchos del 7.62. No obstante, en esta solucion éptima no tiene lugar
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la variable y; que hace referencia a los pallets de granadas Alhambra, por lo que se deberian almacenar
en otro de los dos pafioles destinados al almacenaje de municion de la fuerza de desembarco.

Mediante los ejemplos tratados, observamos como las bases de Grébner ofrecen una herramienta
potente a la hora de resolver tanto sistemas de ecuaciones lineales como problemas de programacion
entera, obteniendo de manera rapida resultados 6ptimos o mayormente 6ptimos, facilitando asi avances
en areas como la planificacion, la produccién, la logistica y muchos otros campos donde se requiere la
asignacion eficiente de recursos sujetos a abundantes restricciones.

4.2 Otras aplicaciones de las bases de Grobner

Muchos sistemas algebraicos computacionales implementan diferentes versiones del algoritmo de
Buchberger para computar las bases de Grobner. Estos sistemas tratan, como se ve al final del apartado
3.2, de simplificar aquellos elementos que resultan ser multiplos de los elementos que conforman una
base reducida.

Existen muchas aplicaciones de las bases de Grobner en una gran variedad de areas y &mbitos como
la geometria algebraica, la teoria de grafos, criptografia o programacion entera. En cuanto a los sistemas
de ecuaciones polinomiales, se desarrollard un método para eliminar variables de un sistema y de esta
manera poder computar generadores de la interseccidn de dos o mas ideales.

4.2.1 Problema de pertenencia a un ideal

A lo largo del presente trabajo, se ha tratado de diversas formas el problema de pertenencia a un
ideal: el algoritmo de la division (apartado 3.2.2), el lema de Dickson (apartado 3.2.3) y las bases de
Hilbert (apartado 3.2.4). No obstante, la combinacion de bases de Grdbner con el algoritmo de la division
nos ofrecen el método mas efectivo a la hora de obtener el algoritmo de pertenencia a un ideal: dado un
ideal I = (f3, ..., fs), podemos saber si un polinomio dado f reside en I, utilizando la base de Grobner
G =1{g1,..,9¢} del ideal, de manera que si el resto obtenido de dividir f entre G resulta 0, dicho
polinomio pertenece al ideal, es decir:

fel(=>f_G=O

siendo f¢ = 0 la expresion utilizada para hacer referencia al resto de la division mencionada en el
apartado anterior.

Ejemplo 4.6 [2] Dado un ideal I = (f;, f») = (xz — y?,x3 — z%) € C[x,y, z] y haciendo uso del
orden lexicografico graduado, se pretende averiguar si f = —4x2y?z% + y° + 325 € I. NGtese que f; Y
f> no conforman una base de Grébner de | ya que el S-polinomio de ambos no pertenece al ideal
(LT(f),LT(f,)) = {(xz,x3). Por tanto, se tendra que proceder seglin lo desarrollado en el ejemplo 3.10.
Utilizando el cédigo en SageMath de la Figura 4-3, obtenemos una base de Grébner:

G ={fufofs fufs} = (xz — y%,x% — 2%, x%y* — 2°,xy* — z%,y® — 2°).
Una vez obtenida la base de Grobner, ya se puede realizar la division de f entre G obteniendo:

f=04xy?z—4y") i+ (=3) fs+0
Comoelrestoes0= f € I.
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4.2.2 Teoria de Grafos (coloracién)

La teoria de grafos fue introducida en el afio 1736 por el mateméatico Leonhard Euler cuando se
planteo el problema de los puentes de Konigsberg, que consistia en encontrar un camino que recorriera
los siete puentes del rio Pregel de manera que se recorrieran todos los puentes pasando una sola vez por
cada uno de ellos. A través del problema introducido por el matematico de origen suizo, se desarroll6 el
término grafo, hasta que en el afio 1878 se presentd formalmente a la London Mathematical Society,
fundamentando la teoria de la siguiente manera: [11] “Dada cualquier division de un mapa plano en
regiones, éste puede ser coloreado Unicamente con cuatro colores, de manera que regiones con frontera
comun tengan colores distintos.” A partir de este enunciado, se han encontrado diversas aplicaciones a
la teoria de grafos relacionadas con la resolucion de problemas de distribucion y almacenamiento, asi
como se ha remarcado la importancia de saber el nimero minimo de colores necesarios para colorear un
grafo, lo que proporciona informacion clave a la hora de resolver estos problemas. El tipo de coloracion
de grafos a tratar en el presente trabajo para observar la utilidad de las bases de Grébner en esta teoria,
es el coloreado de aristas, que consiste en colorear todas las aristas de un grafo de manera que dos aristas
incidentes en el mismo vértice no puedan ser coloreadas del mismo color.

Ejemplo 4.7 [12] Consideremos el siguiente mapa de américa del sur:

Figura 4-7 Grafo a colorear correspondiente al Ejemplo 4.7 [12]

Se tomaréan los colores azul, verde y rojo y x4, ..., xg como variables para cada uno de los paises a
colorear. El término i hace referencia a cada uno de los paises de manera independiente, mientras que
i, j hace referencia a cada pareja de paises que comparten frontera. Tanto i como j son nimeros naturales.
La ecuacion x? — 1 = 0 para todo i especifica, por tanto, que todo pais debe obtener un color, y ademas
x; # x;, indicando que los paises con frontera, es decir, adyacentes, no pueden tener el mismo color. El
ideal con el que se abordaré el problema de la 3-coloracion contendra generadores de dos tipos:

1. x}—1Vvie€{1,234,56,7,8).

2. x}+xx;+x7Vi,j€{1,234,56,78} = x; # x;, es decir, para cada uno de los paises que
comparten frontera. Esta expresion se obtiene a partir de que, al tratarse (i,j) dos vertices
adyacentes, se cumple que x} — x]-3 = 0. Al desarrollar esta expresion nos queda
(x; — x;) (xZ + x;x; + x;) = 0. Si el primer paréntesis de la multiplicacion fuese igual a 0, se
cumpliria que x; = x;. Como deseamos completamente lo contrario, necesariamente x? +
x;x; +x; = 0. En el caso del ejemplo los vértices adyacentes son:

{(54),(5,6),(5,3),(5.7),(7,3),(7,1),(3,6), (3,1), (1,2), (2,8), (1,8) }.
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El ideal del grafo del ejemplo sera entonces:

I=(3—1,x3— 1,63 —1,x3 —1,x3 —1,x3 —1,x3 — 1,x3 — 1, x2 + x1x, + x5, x2 + xyx, +
xZ,x% + x;xg + X3, X2 + X% + x5, x% 4+ x1%3 + x3, %2 + x5x3 + X2, x2 + x6X%3 + x5, %% + x7%3 +
X2, X2 + X5x4 + X2, X% + x5%g + X2, X2 + X527 + X2).

Una vez tenemos el ideal | computamos su base de Grobner para resolver el problema. Se trata de
encontrar en la base las “pistas” necesarias que nos condicionen la coloracion del grafo de manera que
se cumpla la 3-coloracién.

R.<x1,x2,x3,x4,%x5,%x6,x7,x8> = PolynomialRing(QQ, 8,order="1lex")
G=ideal(x1"3 - 1,x2"3 - 1,x3"3 - 1,x4"3 - 1,x5°3 - 1,x6"3 - 1,x7"3 - 1,x8"3 - 1,x1°2 + x1*x2 + x2°2,x1"

4 »

G

[x1 - x5, x2 + x5 + x8, x3 + x5 + x7, x4"2 + x4*x5 - x5*x8 - x8"2, x572 + x5*x8 + x8"2, x5*x7 - x5*x8
+ X772 - x8%2, x6 - x7, x7°3 - 1, x8"3 - 1]

Figura 4-8 Cédigo en SageMath para obtener la base de Grobner del ideal | obtenido del grafo del ejemplo 4.7

La base de Grobner obtenida es G = {x5 —1,x3 —1,x5 — X7, XsX; + X2 — X5xg — X3, X5 +
XsXg + X2, X2 + X4Xs — XsXg — X3,X3 + X5 + X7, X%, + X5 + Xg,x; — x5 }. De la base, tendremos en
cuenta que x, — x; = Xz = X, por tanto, ambos vértices tendran el mismo color (rojo). Lo mismo
ocurre con x; —xs = x; = x5, ambos Vértices tendran color verde. Por otra parte, segun las
condiciones que vienen establecidas en [13], la suma de Vértices, tal y como se da en x5 + x5 + x,
indica que estos tres vértices son diferentes en color. Si al x; se le asigné el color rojo, y a xs el color
verde, x5 tendré color azul. De la misma manera, x, + x5 + xg, por tanto, se puede asignar a x, el color
rojo, mientras que xg se coloreara de azul. Unicamente queda por colorear el pais 4, x,, que se podra
colorear de color azul, diferente a su Unico pais frontera, el 5. Cabe destacar, que la base obtenida permite
que este problema admita mas de una solucidn, no obstante, aplicando lo desarrollado en el parrafo
obtenemos el mapa coloreado de la siguiente manera:

Figura 4-9 Mapa de Sudamérica del ejemplo 4.7 3-coloreado

La principal aplicacién de este tipo de problemas es en ambitos similares al desarrollado en el
Ejemplo 4.7. Para ello, cada pais, comunidad autbnoma o provincia, se representa como un vértice del
grafo, y las aristas las fronteras comunes entre estos. Si ampliamos a variables mayores este problema,
se podrian tener en cuenta las bases de Grébner a la hora de resolver Sudokus, cuyas caracteristicas y

47



DAVID MARTINEZ SOL

requisitos de resolucién son similares a los problemas de coloraciéon de grafos, aunque un tanto mas
complejas. No obstante, se ha demostrado que estos problemas son optimizables si se utilizan las bases.

4.2.3 Resolucidn de forma implicita
Suponiendo una serie de ecuaciones paramétricas del tipo

x1 = f1(t1, s tin)
(4.2.1)

Xp = fn(tb LR tm)ﬂ

se tratara de definir un subconjunto de una variedad algebraica IV en k™. Esta variedad no siempre puede
venir dada por ecuaciones polinomiales igualadas a 0, como se observa en (4.2.1) donde las coordenadas
de los puntos de una variedad afin recurren al uso de expresiones algebraicas en funcion de ciertos
pardmetros (t en el caso de (4.2.1)). Los problemas de implicitacion tratan de transformar las expresiones
paramétricas en ecuaciones implicitas que determinen todos los puntos dados por la parametrizacion.
Las bases de Grobner son de gran utilidad en este caso, a la hora de encontrar ecuaciones polinomiales
capaces de definir V. Por ejemplo, en el caso en el que las expresiones fi, ..., f, sean polinomios, la
variedad afin en k™*™ vendra definida por el conjunto de expresiones:

X1 = fl(tll ,tm) =0

Xp = fn(tlr ,tm) = 0.

La idea principal, motivo por el cual se utilizan las bases de Grobner en este tipo de problemas, es
la eliminacion del pardmetro t. Como se desarrolla en el Ejemplo 4.1, las bases de Grobner nos permiten
eliminar variables teniendo en cuenta el orden monomial que se utilice en cada caso, con tal de aplicar,
posteriormente, la sustitucion hacia atras, por tanto, si establecemos un orden lexicografico t; > --- >
tm > xg > -+ > x,, Seremos capaces de eliminar el parametro t de las ecuaciones planteadas resultando
en las ecuaciones para V Gnicamente en funcion de [x4, ..., x,].

Ejemplo 4.8 [2] Considérese la curva paramétrica

x =t4
y =t3
7z = t2.

Para llevar a cabo lo desarrollado en el parrafo anterior, se debe computar la base de Grébner del ideal
I = (x—t*y—t3z—t?) con respecto al orden lexicografico t > x > y > z. Utilizando SageMath
obtenemos:

R.<t,x,y,z> = PolynomialRing(QQ,4, 't,x, y, z', order='lex')
G = ideal(x-t"4, y-t~3, z-t"2).groebner basis()

G
[t*2 - z, t*y - z"2, t*z - y, x - z"2, y"2 - z"3]

Figura 4-10 Computacién en SageMath de la base de Grobner del ideal correspondiente a las expresiones
paramétricas del Ejemplo 4.8
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Analizando el resultado, observamos que los dos ultimos polinomios estan en [x, y, z], por lo que definen

una variedad afin que contiene la curva considerada.
Ejemplo 4.9 [2] Afladamos ahora un pardmetro mas, dada la superficie parametrizada

xX=t+u
y =t? + 2tu
z=1t34+3t%u

computemos su base de Grobner correspondiente al ideal I =(x —t—u,y —t? — 2tu,z — t3 —
3t2u), respecto al orden lexicograficou >t > x >y > z.

R.<t,u,x,y,z> = PolynomialRing(QQ,5, 't,u,x, y, z', order='lex")
z - t73 - 3*t”2*u).groebner_basis()

G = ideal(x - t - u,y - t*2 - 2*t*u,

G
[T+ U - X, U2 - X*"2 +y, u*x"2 - u*y - x"3 + 3/2*x*y - 1/2*z, u*x*y - u*z - x
A2¥y - x*z o+ 2%yn2, ukx*z - u*y"2 + xM2*z - 1/2*%x*yn2 - 1/2%y*z, u¥yn3 - u*zn2
- 2¥xM2*y*z o+ 1/2%¥x¥y"3 - x*z"2 + 5/2%y"2%z, xM3%z - 3/4%xN2*¥yn2 - 3/2%¥xFy*z o+
y*3 + 1/4%z°2]

Figura 4-11 Computacién en SageMath de la base de Grobner del ideal correspondiente a las expresiones
paramétricas del Ejemplo 4.9

En este caso, la base de Grobner resultante es de mayor tamafio, debido a la presencia de un
parametro mas que en el Ejemplo 4.8, no obstante, también realiza su funcion a la hora de deshacerse de
los parametros, t y u en este caso, como observamos en el Gltimo polinomio, Gnicamente en funcién de

[x, ¥, z].
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5 CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

5.1 Conclusiones

Con lo expuesto en el trabajo, se demuestra que las bases de Grébner son una herramienta muy
potente en cuanto a la resolucion de todo tipo de problemas, casos y situaciones que conlleven la
resolucion de sistemas de ecuaciones. El proceso de convertir dichos sistemas en ideales para
posteriormente computar su base es el cimiento sobre el cual se construyen las bases en la
implementacién del método, de ahi la importancia de conocer estos ideales con sus propiedades y saber
desenvolverse con ellos. El algoritmo de Buchberger, a su vez, es clave a la hora de obtener, de un ideal,
su base de Grobner de manera directa utilizando el bucle del Teorema 3.2.7 que trabaja tanto con S-
polinomios como con el algoritmo de la division hasta obtener una base con las caracteristicas
requeridas. De esta manera se obtiene un método alternativo para la resolucion de sistemas efectivo pero,
a su vez, desconocido por los estudiantes que tratan el algebra de manera general, debido a la
complejidad de los conceptos que conforman las bases, no obstante, su mencién de manera general
permitiria a los estudiantes conocer generalmente la existencia, tanto de las bases como herramienta que
facilita la resolucion de sistemas, como las plataformas algebraicas computacionales tales como
SageMath o Macaulay2. Estos sistemas no tratan Unicamente aspectos del algebra abstracta, sino que,
como se muestra en el apartado 2 y en los preliminares del presente documento, utilizan diferentes tipos
de lenguaje informatico (Python, C/C++ o Lisp) para resolver cuestiones de las matematicas o el algebra
mas simples. Es por ello, que introducir las bases de Grobner puede ser un incentivo para introducir al
alumnado el entorno del algebra computacional y de esta manera ofrecerles una herramienta que sirva
de ayuda en otras aplicaciones del ambito académico en el que se desarrollan.

No obstante, el ejercicio mostrado en el apartado 4.1.2 muestra como un sistema con un elevado
numero de variables y ecuaciones puede conllevar una elevada complejidad computacional, asi como un
analisis detallado de cada uno de los polinomios que conforman la base, aumentando el tiempo y el
esfuerzo requerido para obtener una solucién coherente con lo planteado. Ademas, otro factor que puede
afectar significativamente a la complejidad computacional son los sistemas que utilizan coeficientes
inexactos (polinomios con coeficientes racionales o irracionales), debido a que los calculos que se
utilizan en el método son altamente sensibles a la precision numérica pudiendo alterar significativamente
los resultados. Por otra parte, a lo largo de los ejemplos mostrados se destaca la fuerte dependencia de
las bases de Grobner en el orden monomial, pudiendo este alterar por completo el rendimiento y la
eficiencia del célculo. Hoy en dia, no se ha establecido ningun Unico orden de términos que funcione
correctamente para todos los problemas planteados, y encontrar el orden idéneo para un problema
supone una amplia experiencia en el campo, incluso algun ajuste manual en las expresiones planteadas.
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5.2 Lineas futuras

Como consecuencia de lo mencionado en el apartado anterior, se realizan continuas revisiones y se
trata de optimizar el algoritmo de Buchberger con tal de desarrollar algoritmos mas eficientes y con
mayor capacidad de memoria de manera que sean capaces de abarcar problemas méas complejos. Cabe
destacar que, a nivel computacional, conviene aplicar el concepto general de las bases de Grobner de
manera hibrida, combinando el algoritmo tratado en el trabajo con otros algoritmos o mejoras de este,
como lo es el algoritmo de Faugére que utiliza una técnica similar al algoritmo de Buchberger
afiadiéndole un paso al bucle que elimina las computaciones redundantes, optimizando asi el proceso
total. Combinando el algoritmo con este tipo de técnicas, se pueden desarrollar métodos hibridos capaces
de potenciar las diversas facetas de cada uno de estos algoritmos y de este modo conseguir
computaciones de las bases de Grébner mas rapidas, fiables y eficientes. Tratando de perseguir esta
tendencia de optimizacion y desarrollo, el campo de las bases de Grobner puede continuar evolucionando
con el proposito de abarcar problemas mas complejos que puedan desarrollarse en &ambitos matematicos,
algebraicos, de ciencia computacional e ingenieria.
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ANEXO |: IMPLICACIONES SOCIALES, ECONOMICAS Y
AMBIENTALES

Una vez desarrolladas las bases de Grébner enfocadas mayormente a problemas que impliquen la
resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales, se deduce el potencial que estas poseen en cuanto a
optimizar la computacion de un problema que conlleve simplificar un sistema complejo que, previo a la
existencia de estas bases, conllevaba un alto coste computacional. Mediante el algoritmo de Buchberger,
y la eliminacion de variables a la hora de resolver los sistemas, se ofrece un método capaz de simplificar
las operaciones a realizar y, por tanto, reducir la complejidad computacional en comparacion con otros
métodos mencionados en el apartado 2 del presente documento, disminuyendo asi tanto el tiempo de
operacion como los recursos empleados en el proceso. Ademas, el simplificar problemas de
programacion entera, resulta provechoso en problemas de optimizacion de materiales, recursos, horarios
y asignacion de tareas. Una empresa u organizacion que haga uso de esta herramienta tiene a su
disposicion un recurso que provocaran un aumento tanto de su productividad, como de un mejor uso y
gestion de sus recursos, puede aplicado a gran escala y durante largos periodos temporales, se traduce
en beneficios econdmicos. Por otra parte, el uso de las bases de Grébner no solo reducen tiempo y
consumo de recursos; el hecho de que estas proporcionen un método estricto y riguroso para la resolucion
de sistemas de ecuaciones complejos reduce la presencia de errores en el proceso de optimizacion vy,
consecuentemente, la necesidad de trabajar continuamente en andlisis y mejora de software y disefio de
sistemas. De esta manera, los fondos que se puedan destinar a la correccion de errores, revision de
programas o redisefio de sistemas se vera reducido.

La comprension y correcta aplicacion de esta herramienta requiere una formacion y conocimiento
avanzado en matematicas y ciencias computacionales. Aunque a simple vista resulten una herramienta
matematica abstracta, la aplicacion de métodos basados en bases de Grobner puede tener repercusion en
lo relativo al desarrollo tecnoldgico y competencia internacional. Los paises 0 empresas de investigacion
y desarrollo que lideren en este ambito poseen una ventaja competitiva en areas como la criptografia, la
ingenieria de sistemas o la robdtica. Ademas, el proceso de construccién de las bases, tal y como se
realiza en el presente trabajo, puede servir de iniciador a la hora de introducir a los estudiantes de algebra
en el mundo de la computacion, utilizando plataformas como SageMath, Singular o Macaulay?2,
facilitando asi el acceso a las potentes herramientas computaciones disponibles hoy en dia, viendo no
solo lo dtil de estas a la hora de resolver sistemas de ecuaciones, sino en diversos campos dentro del
algebra y la geometria.

Por otra parte, si consideramos la aplicacion relativa a la optimizacion de procesos aplicados a la
fabricacion, se pueden encontrar implicaciones ambientales potenciales. Como se menciona
anteriormente, esta mejora en el rendimiento a la hora de optimizar procesos relativos al ambito
industrial puede ahorrar energia y materiales, asi como también reducir desperdicios generados en el
procesado. Ademas, esta eficacia se puede aplicar al disefio de sistemas de energia renovable (parques
edlicos o sistemas fotovoltaicos) optimizando tanto la disposicion, configuracion y transporte de los
componentes que los conforman, minimizando asi el impacto ambiental. Lo mismo puede aplicarse en
planificacion urbana, distribuyendo de la manera mas eficiente el uso del suelo y las infraestructuras,
de modo que se promueva un desarrollo urbano mas sostenible.
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ANEXO Il. PLANTILLA-CODIGO EN SAGEMATH PARA
RESOLVER UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES
UTILIZANDO LAS BASES DE GROBNER

En el presente anexo, se proporcionan codigos-plantilla a implementar en SageMath para resolver
sistemas de ecuaciones lineales y problemas de programacion entera. Para cada porcion de codigo
proporcionado en el anexo, se explicara linea por linea como rellenar numéricamente cada codigo de
manera que la plataforma compute el codigo sin que devuelva ningun tipo de error.

Resolucion de sistema de ecuaciones lineales

En primer lugar, se debe introducir el contexto en el que se va a trabajar, definiendo las variables
que conforman el anillo de polinomios y el orden lexicografico a seguir; antes de definir las ecuaciones
que conforman el sistema. EI c6digo mostrado corresponde al utilizado en la Figura 4-2.

R.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ,3, 'x, y, Z', order='lex')
ecl =

ec2 =

ecd =

G =ideadl(ecl, ec?2, ec3).groebner_basis()

print("Base de Grdébner:", G)

Linea Explicacion

En la primera linea se define el entorno en el que se trabaja. En este caso, se definen de
serie tres variables (x, y, z), pudiéndose afiadir mas si es necesario. Se indica que se

Lineal . . . : - .
trabaja en el anillo de nimeros racionales (QQ), indicando finalmente el orden
lexicografico a seguir lex o deglex.
Lineas En estas lineas se introducen las ecuaciones que conforman el sistema a resolver,
23y4 pudiendo afiadir tantas ec,, cComo sea necesario.
Linea s Se conforma el ideal compuesto por las tres ecuaciones del sistema, calculando su base de
Grobner reducida utilizando la funcion groebner_basis().
Linea 6 Se muestra en pantalla la base de Grobner reducida correspondiente al ideal.

Tabla 2. Tabla explicativa del codigo-plantilla correspondiente a la construccion de un ideal a partir de
ecuaciones polinomiales y la computacién de la respectiva base de Grobner

Una vez calculada la base de Grobner, se debe resolver el sistema de ecuaciones formado por los
polinomios de esta. Debido a la complejidad que supone cargar un codigo en SageMath capaz de realizar
una sustitucion hacia atras con un orden monomial establecido, se utiliza el comando solve. Esta porcion
de cddigo es el utilizado en la resolucién del ejemplo 4.1, en la Figura 4-3.

57



DAVID MARTINEZ SOL

X,y.Zz=var('x,y,z')

gl =

g2=

g3 =
solve([g1.92,93].x.y.z)

Linea Explicacion

Linea 1 Se definen las variables introducidas en la porcién de codigo anterior.

Lineas 2,3 En estas lineas se introducen los polinomios que conforman la base de Grobner. Se
y4 pueden introducir tantos g,, como polinomios formen la base.

Se implementa el comando solve para resolver el sistema formado por los polinomios

Linea 5 Lo
de la base, mostrando en pantalla de manera automatica los resultados.

Tabla 3. Tabla explicativa del cédigo-plantilla correspondiente a la resolucion del sistema formado por los
elementos de la base de Grébner hallada

Aplicando estas dos fracciones de codigo sobre un sistema de ecuaciones se debe mostrar la
solucion, o soluciones, del sistema de ecuaciones tal y como se muestra en la Figura 4-3.

Programacion Entera

De la misma manera que con los sistemas de ecuaciones lineales, se procedera con los problemas
de programacién entera. Como se desarrolla en el apartado 4.1.2 del presente trabajo, la primera parte
de este tipo de problemas procede de la misma manera que a la hora de resolver sistemas de ecuaciones,
hallando la base de Grobner del ideal correspondiente al sistema, con el pequefio matiz de que
primeramente debemos escribir el sistema segun (4.1.3). Una vez reescrito el sistema, se conforma el
ideal I afiadiendo las variables y;, ..., y,,, tal y como se muestra en el Ejemplo 4.1.

R.<x1,x2,x3,y1,y2,y3> = PolynomialRing(QQ, 6, ‘x1,x2,x3,y1,y2,y3’, order='lex')
G = ideal(l).groebner_basis()
print("Base de Grébner:", G)
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Linea Explicacién

De la misma manera que en el caso de sistemas de ecuaciones, se define el entorno en el
Linea que se trabaja. En este caso, se definen variables x4, ..., x, Y y1, ..., ¥n. S€ indica que se
1 trabaja en el anillo de numeros racionales (QQ), indicando finalmente el orden
lexicografico a seguir lex o deglex.

Linea En esta linea se introduce en el lugar de I el ideal resultante de transformar el sistema en
2 una expresion del tipo (4.1.3) y se halla la base de Grobner correspondiente.

Se muestra en pantalla la base mencionada.

Tabla 4. Tabla explicativa correspondiente a la primera parte de la resoluciéon de un problema de
programacion entera

Una vez hallada la base de Grébner, Gnicamente queda dividir la expresion de los nimeros de la
parte derecha de la igualdad xfl Ca x,’in entre la misma base.

(XTAb1*x2Ab2*x3Ab3).reduce(G)

Linea Explicacion

Se utiliza el comando reduce para realizar la division correspondiente. Al implementar
este cadigo nos devolvera el resto de la division: una serie de variables y elevadas a
nameros naturales.

Linea
1

Tabla 5. Tabla explicativa correspondiente a la muestra de la solucién éptima de un problema de
programacion entera

Tal y como se muestra en la Figura 4-5 y Figura 4-6, el resultado de la division contiene la solucién
al problema en los exponentes de las y mostradas al ejecutar reduce.
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